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RESUMO
Neste trabalho fizemos a modelagem da leishmaniose comec¸ando com o ciclo dome´stico
ou urbano com 2-hospedeiros para estender os resultados ao ciclo peridome´stico com n-
hospedeiros. No caso urbano, consideramos a populac¸a˜o do vetor constante e, apo´s, com
capacidade de suporte. Simplificamos o modelo para analisar um dos fatores de risco da
leishmaniose, o desmatamento. Derivamos as expresso˜es correspondentes ao nu´mero de
reprodutibilidade basal em todos os casos por meio de ana´lise de estabilidade. Realizamos
simulac¸o˜es com dados de zonas endeˆmicas. Ao final aplicamos a ana´lise de sensitividade
para o nu´mero de reprodutibilidade basal para o caso de 2-hospedeiros.
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ABSTRACT
We are dealing with a modelling of leishmaniasis considering initially the urban cycle with
2-hosts aiming to extend the results to a peridomestic cycle for n-hosts. In the urban case
we consider the vector population constant, also, variable. We simplify the model the assess
the factor regarded to risk of leishmaniasis analysis, which is the deforestation. We derive
the expression for the basic reproduction number from the stability analysis. The model was
simulated whit respect to endemics zone. Finally we performed the sensibility analysis of
the basic reproduction number to the case of 2-hosts.
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LISTA DE SI´MBOLOS
¤ Finalizac¸a˜o da parte de uma prova.
¥ Finalizac¸a˜o de uma prova.
R0 Nu´mero de reprodutibilidade basal.
R0(n) Nu´mero de reprodutibilidade basal caso n-hospedeiros.
Rn0+ n-e´simo produto cartesiano de reais na˜o negativos.
σj =
∂ξ(α)
∂αj
|α0 Func¸a˜o de sentividade absoluta.
4ξ Erro induzido pelo paraˆmetro.
σ2R0 Erro quadra´tico me´dio do Nu´mero de reprodutibilidade basal.
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Introduc¸a˜o
Uma das estrate´gias para o entendimento de mecanismos de transmissa˜o de muitos proble-
mas epidemiolo´gicos e´ a Modelagem Matema´tica. Nosso interesse pelo estudo da modelagem
matema´tica aplicada a problemas Eco-Epidemiolo´gicos pode ser resumido pelo seguinte
paragra´fo de uma carta da WHO.
“3 August 2005 Geneva, Switzerland
WHO statement
The World Health Organization (WHO) welcomes the
pandemic influenza response modelling papers published
in the journals Science and Nature this week. This is
work done by expert scientists using two different sets of
assumptions. The models provide additional informa-
tion which will help WHO and public health officials in
our Member States to improve pandemic influenza pre-
paredness planning...”
Extra´ıdo de: http://www.who.int/mediacentre/news/statements/2005/s08/en/print.html
A escolha da leishmaniose deve-se ao fato de que, segundo a organizac¸a˜o na˜o-governamental
Me´dicos Sem Fronteira, ela e´ uma das doenc¸as negligenciadas, somadas a`s outras que sa˜o
mal de Chagas, tuberculose e a doenc¸a do sono, que associadas com Aids, fizeram ressurgir
o interesse por elas. Esta Dissertac¸a˜o esta´ organizada assim.
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INTRODUC¸A˜O xiv
OCap´ıtulo 1 propo˜e dar um panorama da Leishmaniose, algumas considerac¸o˜es biolo´gicas
do ciclo da doenc¸a e dos hospedeiros envolvidos.
No Cap´ıtulo 2 desenvolvemos o modelo matema´tico e estudamos a estabilidade dos pon-
tos de equil´ıbro para obter o nu´mero de reprodutibilidade. Estabelecemos alguns resultados
que sera˜o a base para o modelo dos cap´ıtulos seguintes.
No Cap´ıtulo 3 estudamos a situac¸a˜o com a populac¸a˜o do vetor varia´vel.
No Cap´ıtulo 4 simplificamos o modelo do cap´ıtulo 2 para analisar um fator de risco
muito importante na transmissa˜o da Leishmaniose, o desmatamento.
NoCap´ıtulo 5 fazemos aplicac¸a˜o do modelo para transmissa˜o da leishmaniose por Leish-
mania peruensis.
Por u´ltimo, no Cap´ıtulo 6, estudamos as perturbac¸o˜es dos paraˆmetros usando a ana´lise
de sensitividade.
O Apeˆndice traz a implementac¸a˜o do programa para a ana´lise de sensitividade.
CAPI´TULO 1
Estudo da Dinaˆmica da Leishmaniose
1.1 Introduc¸a˜o:
Entre uma das tendeˆncias de pesquisas para a melhor compreensa˜o da propagac¸a˜o de uma
doenc¸a encontra-se a Epidemiologia Matema´tica. Conhecendo-se a dinaˆmica pode-se desen-
volver modelos matema´ticos para determinadas doenc¸as no sentido de melhorar a predic¸a˜o e
previsa˜o das epidemias. Nesta dissertac¸a˜o, nossa focalizac¸a˜o sera´ feita na leishmaniose, que
e´ causada pelo parasita Leishmania, denominada assim em homenagem a W.B. Leishman
por seus trabalhos em 1901.
A leishmaniose e´ uma doenc¸a amplamente espalhada em 22 pa´ıses do Novo Mundo e 66
do Velho Mundo. A doenc¸a e´ geralmente reconhecida por sua forma cutaˆnea, a qual na˜o
e´ fatal, embora produza leso˜es desfigura´veis. Ha´ uma forma que e´ potencialmente fatal,
a forma visceral. As diferentes formas cl´ınicas constituem um problema severo de doenc¸a
pu´blica, pois a Leishmianasis Visceral (VL) e´ geralmente fatal quando na˜o e´ tratada. A
Leishmaniasis Muco-Cutaˆnea (MCL) e´ uma doenc¸a mutilante que pode chegar a meta´stasis
ou leso˜es incapacitantes. A Leishmaniasis Cutaˆnea (CL) e, tambe´m, o caso da Leishmaniasis
Cutaˆnea Difusa (DCL) sa˜o outras de suas manifestac¸o˜es [16].
A incideˆncia anual desta doenc¸a e´ estimada em 1-1,5 milho˜es de casos de CL e 0,5
milho˜es de casos de VL, no Velho Mundo. A incideˆncia total no mundo e´ de 12 milho˜es
1
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de pessoas e a populac¸a˜o total de risco ronda os 350 milho˜es de pessoas [24]. Por estes
nu´meros a O.M.S considera esta doenc¸a entre as seis mais importante do mundo. Em
1993, Organizac¸a˜o Mundial de Sau´de considerou a leishmaniose como a segunda doenc¸a
causada por protozoa´rios de importaˆncia em sau´de pu´blica. Da´ı nosso interesse por estuda´-
la. Portanto, e´ importante estudar modelos matema´ticos para melhorar seu controle, para
realizar medidas de prevenc¸a˜o, para que a mesma na˜o atinja situac¸o˜es de picos epideˆmicos.
Os aumentos dos fatores de risco esta˜o relacionados com as mudanc¸as do meio-ambiente,
com o fenoˆmeno de urbanizac¸a˜o desplanejada, com moradias e infraestruturas inadequadas,
com fatores so´cio-econoˆmicos, demogra´ficos e com os fluxos de migrac¸o˜es. Tudo isto faz
acreditar que Leishmianasis vai continuar aumentando como doenc¸a pu´blica.
1.1.1 Considerac¸o˜es Biolo´gicas
Apresentamos a seguir uma s´ınte´se das considerac¸o˜es biolo´gicas relacionadas com a leish-
mianose. Dentro das diversas formas de manisfestac¸o˜es da doenc¸a, estaremos interessados
na Leishmaniasis Tegumentar Americana (LTA), na forma MCL. Esta doenc¸a e´ de cara´ter
zoono´tico que acomete o homem e diversos animais dome´sticos e silvestres. Ela e´ causada por
parasitas do geˆnero Leishmania Ross, um protozoa´rio digene´tico que tem seu ciclo biolo´gico
em dois hospedeiros, um vertebrado e um invertebrado [16].
Hospedeiros vertebrados
Segundo a espe´cie do parasita, o hospedeiro vertebrado pode ser um ou va´rios. Em ter-
mos gerais, os hospedeiros vertebrados incluem grande variedade de mamı´feros: roedores,
marsupiais, can´ıdeos e primatas incluindo o homem.
Em geral os mamı´feros silvestres sa˜o considerados os hospedeiros naturais, nos quais a
infecc¸a˜o atinge um estado de equil´ıbrio, pois raramente produz doenc¸a. Os ca˜es, cavalos,
burros e o homem sa˜o considerados hospedeiros acidentais.
Por exemplo, em L. guyanensis, o Gamba´ Didelphis marsupialis foi encontrado para-
sitado, constituindo assim num importante hospedeiro com uma taxa de infecc¸a˜o de 61,9%
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[16]. Figura 1.1 mostra o gamba´.
Figura 1.1: Gamba´. Extra´ıdo de Sau´de Animal [20].
Hospedeiros invertebrados
No caso da Leishmianasis no Novo Mundo, os hospedeiros invertebrados sa˜o pequenos insetos
da ordem Dı´ptera, famı´lia Psychodydade, subfamı´lia Phlebotominae, geˆnero Lutzomyia [14].
Figura 1.2 mostra o aspecto da Lutzomyia, conhecido tambe´m como “asa dura”, “mosquito-
palha”, “birigui”, “jeje´n ”( este u´ltimo em pa´ıses de fala castelhana).
A Figura 1.2 mostra um exemplar de Luztomyia alimentando-se.
Figura 1.2: Lutzomyia. Extra´ıdo de SUCEN [21].
1.1.2 Ciclo de vida
O ciclo da vida desta doenc¸a envolve tanto os hospedeiros vertebrados quantos os inverte-
brados, o que implica em mudanc¸as morfolo´gicas e fisiolo´gicas para que o parasita se adapte
em diferentes microhabitats onde as condic¸o˜es sa˜o muito diferentes.
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Figura1.3 apresenta o ciclo biolo´gico completo.
Figura 1.3: Ciclo completo da Leishmaniose. Extra´ıdo de Site TDR [24]
No caso da doenc¸a que afeta o homem, o ciclo de vida inicia-se quando um inseto vetor
feˆmea faz o repasto sangu´ıneo em um hospedeiro humano. Quando se alimenta, formas pro-
matisgotas do parasita Leishmania ingressam ao corpo humano, via pro´sbocis. Ja´ no interior,
as formas promastigotas sa˜o ingeridas por macro´fagos do sistema fagoc´ıtico mononuclear,
onde elas sofrem uma metamorfose para forma amastigota e comec¸a a se reproduzir por
divisa˜o bina´ria. Este crescimento exponencial faz com que o macro´fago rompa, as formas
amastigotas sejam liberadas, e infectem outras ce´lulas do sistema fagoc´ıtico mononuclear, e
assim por diante.
A infecc¸a˜o da feˆmea pode acontecer, tambe´m, quando ela faz o repasto sangu´ıneo em
outro mamı´fero infectado, como por exemplo o cachorro ou algum animal silvestre. Pelo
fato de distintos tipos de Lutzomyia ter uma etiologia diversificada, pode acontecer que em
alguns casos elas na˜o piquem o homem, pois tem uma certa especializac¸a˜o.
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1.1.3 Ciclo Biolo´gico no hospedeiro invertebrado
Quando a feˆmea se infecta ao se alimentar com sangue, ingere formas amastigotas, as quais
se transforman em formas promastigostas. As formas promastigostas tambe´m se multiplicam
por divisa˜o bina´ria, que podem se dirigir ao intestino ou seguir multiplicando-se, segundo
espe´cie do parasita, pore´m no fim elas migram para a zona do esoˆfago ou faringe, ficando
pronta para infectar, agora, com os flagelados ou formas promastigostas, quando se alimenta
novamente com repasto sangu´ıneo a algum vertebrado suscet´ıvel.
1.1.4 Distribuic¸a˜o geogra´fica
Na Ame´rica do Sul, a Leishmianasis ocorre praticamente em todos os pa´ıses, com excec¸a˜o do
Chile. Figura 1.4 mostra distribuc¸a˜o altamente endeˆmica da doenc¸a CL no mundo inteiro,
segundo WHO, 1996.
Figura 1.4: Zonas altamente endeˆmicas de Leishmaniose Cutaˆnea. Extra´ıdo de TDR.
CAPI´TULO 2
Modelagem Matema´tica
Estudamos a transmissa˜o urbana de leishmania, onde o cachorro e´ o hospedeiro definitivo,
enquanto que o homem e´ ocasional. O trabalho baseia-se nos artigos de H.Yang e M. Ferreira
[25] [26]. O estudo da dinaˆmica, neste caso, inclui os hospedeiros vertebrados: o homem e o
cachorro, e invertebrado, o flebotomı´neo.
A importaˆncia de incluir o ca˜o como hospedeiro na dinaˆmica da leishmaniose e´ mostrar,
com a modelagem, a relac¸a˜o da doenc¸a com a densidade populacional de ca˜es, em que a
prevaleˆncia canina superior a 2% e´ um fator de risco aos homens.
O esquema de fluxos e´ dado pela Figura 2.1.
Figura 2.1: Diagrama de fluxo para 2-hospedeiros vertebrados.
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As densidades de populac¸o˜es totais, tanto do homem, como do cachorro, sa˜o divididas
nos compartimentos espidemiolo´gicos suscet´ıvel, infectado e recuperado. Pore´m a populac¸a˜o
total do flebotomı´neos e´ dividida em apenas compartimentos suscet´ıvel e infectado.
2.1 O Modelo Matema´tico
O modelo estuda a epidemia de leishmaniose no homem, considerando ca˜es como reservato´rio
e o flebotomı´neos como vetores, envolvidos no ciclo da transmissa˜o da Leishmaniasis Tegu-
mentar Americana (LTA). Por simplicidade, como temos descrito acima, neste modelo, para
os homens, temos treˆs compartimentos, que representam as frac¸o˜es de indiv´ıduos no tempo
t, de suscet´ıvel H1(t), infectado H2(t) e imune ou recuperado H3(t). Para os ca˜es, similar-
mente, suscet´ıvel C1(t), infectado C2(t) e imune e recuperados C3(t). A populac¸a˜o do vetor
flebotomı´neos e´ dividida so´ em suscet´ıvel L1(t) e infectado L2(t).
A interac¸a˜o entre os vertebrados e os vetores flebotomı´neos podem ser descritos por um
sistema de equaco˜es diferenciais, segundo o diagrama de fluxo da Figura 1. Para as frac¸o˜es
correspondentes aos homens, a populac¸a˜o de ca˜es e para a populac¸a˜o do vetor, temos o
seguinte sistema de equac¸o˜es diferenciais,

dH1(t)
dt
= φ1 + θ1H3(t)− (α1L2(t) + µ1)H1(t)
dH2(t)
dt
= α1L2(t)H1(t)− (µ1 + µ′1 + γ1)H2(t)
dH3(t)
dt
= γ1H2(t)− (µ1 + θ1)H3(t)
dC1(t)
dt
= φ2 + θ2C3(t)− (α2L2(t) + µ2)C1(t)
dC2(t)
dt
= α2L2(t)C1(t)− (µ2 + µ′2 + γ2)C2(t)
dC3(t)
dt
= γ2C2(t)− (µ2 + θ2)C3(t)
dL1(t)
dt
= φ3 − (β1H2(t) + β2C2(t) + µ3)L1(t)
dL2(t)
dt
= (β1H2(t) + β2C2(t))L1(t)− (µ3 + µ′3)L2(t),
(2.1)
onde µi e µ
′
i sa˜o, respectivamente, as taxas de mortalidade natural e induzida pela doenc¸a, αi
e βi sa˜o as taxas de contato, θi e´ a taxa de perda de imunidade, e γ
−1
i o per´ıodo de
recuperac¸a˜o ou infeccioso. Todos os paraˆmetros sa˜o positivos.
SEC¸A˜O 2.1 O MODELO MATEMA´TICO 8
Considerando as populac¸o˜es normalizadas, ou seja,
3∑
i=1
Hi = 1;
3∑
i=1
Ci = 1;
2∑
i=1
Li = 1, (2.2)
e que as populac¸o˜es sa˜o constantes, na˜o considerando migrac¸o˜es nem imigrac¸o˜es, tem-se
3∑
i=1
dH1(t)
dt
= 0;
3∑
i=1
dCi(t)
dt
= 0;
2∑
i=1
dLi(t)
dt
= 0. (2.3)
Para determinar as func¸o˜es φi, i = 1, 2, 3, as quais representam os nascimentos que com-
pensam as mortes por causas naturais e ocasionadas pela doenc¸a, fazemos uso de (2.3) no
sistema (2.1). Para o caso do homem temos
φ1 − µ1H1(t)− µ1H2(t)− µ′1H2(t)− µ1H3(t) = 0,
resultando em
φ1 = µ
′
1H2(t) + µ1
3∑
i=1
Hi.
Logo por (2.2) a func¸a˜o φ1 toma-se
φ1 = µ1 + µ
′
1H2(t). (2.4)
Analogamente, para as func¸o˜es φ2 e φ3 temos as seguintes expresso˜es
φ2 = µ2 + µ
′
2C2(t) (2.5)
e
φ3 = µ3 + µ
′
3L2(t) . (2.6)
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Portanto o sistema de equaco˜es diferenciais (2.1) toma-se

dH1(t)
dt
= µ1 + µ
′
1H2(t) + θ1H3(t)− [α1L2(t) + µ1)]H1(t)
dH2(t)
dt
= α1L2(t)H1(t)− (µ1 + µ′1 + γ1)H2(t)
dH3(t)
dt
= γ1H2(t)− (µ1 + θ1)H3(t)
dC1(t)
dt
= µ2 + µ
′
2C2(t) + θ2C3(t)− [α2L2(t) + µ2]C1(t)
dC2(t)
dt
= α2L2(t)C1(t)− (µ2 + µ′2 + γ2)C2(t)
dC3(t)
dt
= γ2C2(t)− (µ2 + θ2)C3(t)
dL1(t)
dt
= µ3 + µ
′
3L2(t)− [µ3 + β1H2(t) + β2C2(t)]L1(t)
dL2(t)
dt
= [β1H2(t) + β2C2(t)]L1(t)− (µ3 + µ′3)L2(t).
(2.7)
2.1.1 Pontos de Equil´ıbrio, ana´lise de estabilidade e nu´mero de
reprodutibilidade basal.
Consideremos que um ponto de equil´ıbrio existe se a taxa de variac¸a˜o do nu´mero de
indiv´ıduos em cada compartimento do modelo e´ igual a zero. No equil´ıbrio, o nu´mero de
indiv´ıduos de cada compartimento permanece igual ao longo do tempo.
Nestes pontos a ana´lise de estabilidade local procura determinar se o ponto e´ esta´vel
ou na˜o. Ou seja, para pequenas perturbac¸o˜es em torno do estado de equil´ıbrio o sistema
podera´ retornar, apo´s um tempo, para o equil´ıbrio.
Um conceito de suma importaˆncia que o modelo matema´tico pode fornecer e´ o nu´mero
de reprodutibilidade basal, denotado por R0 [10]. O conceito e´ diferente em se tratando
de infecc¸o˜es geradas por microparasitas ou macroparasitas. No caso de microparasita, R0 e´
o nu´mero de infecc¸o˜es secunda´rias produzidas por um indiv´ıduo infectado, quando e´ intro-
duzido em uma populac¸a˜o totalmente suscet´ıvel [1], na auseˆncia de v´ınculos.
Assim, a expressa˜o que define R0 do modelo fornece uma informac¸a˜o importante acerca
das poss´ıveis ac¸o˜es para manter a doenc¸a sob controle. Se R0 > 1, enta˜o teremos n´ıveis
endeˆmicos da doenc¸a, em que a mesma se estabelecera´ na populac¸a˜o, enquanto que se R0 < 1,
a populac¸a˜o de infectados diminuira´.
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2.1.2 Ponto de equil´ıbrio trivial
Existeˆncia e unicidade
O modelo apresenta um ponto de equil´ıbrio trivial, o qual representa a situac¸a˜o em que a
comunidade fica livre da doenc¸a leishmaniose. Este ponto e´:
Para a populac¸a˜o de hospedeiro,
 H1 = 1H2 = H3 = 0 e
 C1 = 1C2 = C3 = 0 , (2.8)
e para a populac¸a˜o de vetor,
 L1 = 1L2 = 0 . (2.9)
Ana´lise de estabilidade do ponto de equil´ıbrio trivial
Analisaremos a estabilidade do ponto de equil´ıbrio, para o caso da comunidade livre de
doenc¸a. Para tal recorremos a` ana´lise local, uma ferramenta matema´tica que proporciona
a`s condic¸o˜es dos paraˆmetros que garantem a estabilidade do ponto de equil´ıbrio.
A estabilidade do ponto de equil´ıbrio pode ser determinada pelos autovalores ou ra´ızes
do polinoˆmio caracter´ıstico P (λ). O mesmo e´ definido pelo determinante da seguinte matriz
especial,
P (λ) = det(J − λI) , (2.10)
onde J e´ o Jacobiano, formado pelas derivadas parciais em relac¸a˜o a`s varia´veis de estado,
das func¸o˜es que sa˜o o segundo membro do sistema (2.1), calculado no ponto de equil´ıbrio.
A matriz J , para este modelo, e´ dada por
J =
 J1 J2
J3 J4
 , (2.11)
com os blocos Ji , i = 1, 2, 3, 4, dados por
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J1 =

−(α1L1 + µ1) µ′1 θ1 0
α1L1 −(µ1 + µ′1 + γ1) 0 0
0 γ1 −(µ1 + θ1) 0
0 0 0 −(α2L2 + µ2)
 , (2.12)
J2 =

0 0 0 −α1H1
0 0 0 α1H1
0 0 0 0
µ′2 θ2 0 −α2C1
 , (2.13)
J3 =

0 0 0 α2L2
0 0 0 0
0 −β1L1 0 0
0 β1L1 0 0
 (2.14)
e
J4 =

−(µ2 + µ′2 + γ2) 0 0 α2C1
γ2 −(µ2 + θ2) 0 0
−β2L1 0 −(β1H2 + β2C2 + µ3) µ′3
β2L1 0 0 −(µ3 + µ′3)
 , (2.15)
e I e´ a matriz identidade 8× 8.
Proposic¸a˜o 2.1: O ponto de equil´ıbrio Pe1 = (1, 0, 0, 1, 0, 0, 1, 0) do sistema (2.1) e´
localmente e assintoticamente esta´vel se o nu´mero de reprodutibilidade basal R0 < 1, onde
R0 e´ definido como R0 =
β1
β01
+ β2
β02
, com β01 =
(µ1+µ′1+γ1)(µ3+µ
′
3)
α1
e β02 =
(µ2+µ′2+γ2)(µ3+µ
′
3)
α2
.
Prova: Para o ponto Pe1 = (1, 0, 0, 1, 0, 0, 1, 0), correspondente a` comunidade livre de
doenc¸a, a expressa˜o para Jacobiano J e´
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
−µ1 µ′1 θ1 0 0 0 0 −α1
0 −(µ1 + µ′1 + γ1) 0 0 0 0 0 α1
0 γ1 −(µ1 + θ1) 0 0 0 0 0
0 0 0 µ2 µ′2 θ2 0 −α2
0 0 0 0 −(µ2 + µ′2 + γ2) 0 0 α2
0 0 0 0 γ2 -(µ2+θ2) 0 0
0 −β1 0 0 −β2 0 −µ3 µ′3
0 β1 0 0 β2 0 0 −(µ3 + µ′3)

de onde o polinoˆmio carater´ıstico resultante P (λ) e´ igual a
P (λ) = (−µ1 − λ)× (−µ2 − λ)× (−µ3 − λ)× (−(µ1 + θ1)− λ)× (−(µ2 + θ2)− λ)×
×{(−(µ1 + µ′1 + γ1)− λ)× [(−(µ2 + µ′2 + γ2)− λ)× (−(µ3 + µ′3)− λ)− α2 × β2]+
+α1 × β1 × (µ2 + µ′2 + γ2 + λ)}.
Temos que estudar as condic¸o˜es para que todos os autovalores tenham parte real negativa.
Primeiro, tem-se autovalores

λ1 = −µ1
λ2 = −µ2
λ3 = −µ3
λ4 = −(µ1 + θ1)
λ5 = −(µ2 + θ2) ,
que sa˜o negativos, pois os paraˆmetros sa˜o positivos. So´ falta saber o que acontecera´ com os
treˆs autovalores restantes, λ6, λ7 e λ8.
Seja o polinoˆmio P3(λ), definido pelo seguinte fator de P (λ):
P3(λ) = {(−(µ1+ µ′1+ γ1)− λ)× [(−(µ2+ µ′2+ γ2)− λ)× (−(µ3+ µ′3)− λ)−α2× β2] +
α1 × β1 × (µ2 + µ′2 + γ2 + λ)}.
Para determinar o sinal dos autovalores λ6, λ7 e λ8, ra´ızes de P3(λ), vamos usar o crite´rio
de Routh-Hurtwitz [3], neste caso um polinoˆmio de terceiro grau, escrito como
P3(λ) = λ
3 + a1λ
2 + a2λ+ a3 , (2.16)
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com os coeficientes dados por
a1 = (µ1 + µ
′
1 + γ1) + (µ2 + µ
′
2 + γ2) + µ3 + µ
′
3
a2 = (µ1 + µ
′
1 + γ1)[(µ2 + µ
′
2 + γ2) + (µ3 + µ
′
3)] + (µ2 + µ
′
2 + γ2)(µ3 + µ
′
3)− (α1β1 + α2β2)
a3 = (µ1 + µ
′
1 + γ1)(µ2 + µ
′
2 + γ2)(µ3 + µ
′
3)− α1β1(µ2 + µ′2 + γ2)− α2β2(µ1 + µ′1 + γ1).
O crite´rio de Routh-Hurtwitz [15] estabelece que se
a1 > 0, a3 > 0 e a1a2 > a3 ⇒ Pe1 e´ localmente e assintoticamente esta´vel.
De uma das hipo´teses, no´s precisamos que a3 seja positivo, o que acontece para
(µ1 + µ
′
1 + γ1)(µ2 + µ
′
2 + γ2)(µ3 + µ
′
3) > α1β1(µ2 + µ
′
2 + γ2) + α2β2(µ1 + µ
′
1 + γ1).
Re-escrevendo, tem-se
1 >
α1β1(µ2 + µ
′
2 + γ2)
(µ1 + µ′1 + γ1)(µ2 + µ
′
2 + γ2)(µ3 + µ
′
3)
+
α2β2(µ1 + µ
′
1 + γ1)
(µ1 + µ′1 + γ1)(µ2 + µ
′
2 + γ2)(µ3 + µ
′
3)
,
do qual da´ para definir o nu´mero de reprodutibilidade basal R0 como
R0 =
β1
β01
+
β2
β02
, (2.17)
onde
β01 =
(µ1 + µ
′
1 + γ1)(µ3 + µ
′
3)
α1
e β02 =
(µ2 + µ
′
2 + γ2)(µ3 + µ
′
3)
α2
. ¤ (2.18)
Afirmac¸a˜o 2.1: O coeficiente a3 e´ positivo se R0 < 1.
De fato, no´s temos que o coeficiente a3 pode se escrito como.
a3 = (µ1 + µ
′
1 + γ1)× (µ2 + µ′2 + γ2)× (µ3 + µ′3)× (1−R0).
Portanto se R0 < 1, enta˜o a3 > 0 . ¤
Vejamos, agora, se satisfaz a1a2 > a3. Como R0 < 1, tem-se, 1− β1β01 −
β2
β02
> 0, implicando
que
1− β1
β01
> 0 ∧ 1− β2
β02
> 0.
Sejam µ1 = µ1 + µ
′
1 + γ1, µ2 = µ2 + µ
′
2 + γ2 e µL = µL + µ
′
L = µ3 + µ
′
3 . Apo´s alguns
arranjos alge´bricos, a seguinte desigualdade e´ verdadera (ver Apeˆndice A para detalhes).
µ1 + µ2
µL
+ (µ1 + µ2 + µL)[
1
µ2
(1− β1
β01
) +
1
µ1
(1− β2
β02
)] +R0 > 0,
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somando 1 em ambos membros da desigualdade anterior, temos outra equivalente
µ1 + µ2
µL
+ 1 + (µ1 + µ2 + µL)[
1
µ2
(1− β1
β01
) +
1
µ1
(1− β2
β02
)] +R0 > 1,
a qual e´ equivalente a
µ1 + µ2 + µL
µL
+ (µ1 + µ2 + µL)[
1
µ2
(1− β1
β01
) +
1
µ1
(1− β2
β02
)] > 1−R0,
colocando em evideˆncia (µ1 + µ2 + µL) tem-se
(µ1 + µ2 + µL)[
1
µL
+
1
µ2
(1− β1
β01
) +
1
µ1
(1− β2
β02
)] > 1−R0.
Multiplicando por µ1 µ2 µL > 0, tem-se a hipo´tese a1a2 > a3. ¥
Logo, o ponto de equil´ıbrio trivial Pe1 , na qual a comunidade se encontra livre da doenc¸a,
e´ localmente e assintoticamente esta´vel se R0 < 1.
2.1.3 Ponto de equil´ıbrio na˜o trivial
Existeˆncia e unicidade
A seguir temos que analisar o caso para os n´ıveis endeˆmicos de leishmaniose. No´s vamos
usar um sistema equivalente 1 para o ca´lculo dos pontos de equil´ıbrio:

µ1 + θ1H3(t)− µ1H1(t)− (µ1 + γ1)H2(t) = 0 (1′)
α1L2(t)H1(t)− (γ1 + µ1 + µ′1)H2(t) = 0 (2)
γ1H2(t)− (µ1 + θ1)H3(t) = 0 (3)
µ2 + θ2C3(t)− µ2C1(t)− (µ2 + γ2)C2(t) = 0 (4′)
α2L2(t)C1(t)− (µ2 + µ′2 + γ2)C2(t) = 0 (5)
γ2C2(t)− (µ2 + θ2)C3(t) = 0 (6)
µ3 + µ
′
3L2(t)− (µ3 + β1H2(t) + β2C2(t))L1(t) = 0 (7)
(β1H2(t) + β2C2(t))L1(t)− (µ3 + µ′3)L2(t) = 0 (8)
(2.19)
1No sistema (2.7) sustituimos, para cada hospedeiro vertebrado, as equac¸o˜es dos compartimentos
suscet´ıvel pela soma das equac¸o˜es dos compartimento suscet´ıvel, infectado e recuperado.
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Enta˜o de (3) do sistema (2.19), temos que os homens recuperados sa˜o
H3 =
γ1
µ1 + θ1
H2 . (2.20)
Ja´ que µ1 6= 0 e substituindo o resultado acima, em (1′) de (2.19) temos
H1 = 1− (µ1 + θ1 + γ1)
µ1 + θ1
H2 . (2.21)
Logo em (2) de (2.19) temos uma expressa˜o para os homens infectados
H2 =
α1
(µ1 + µ′1 + γ1)
L2H1 , (2.22)
que, com (2.21), fica
H2 =
(µ1 + θ1)α1L2
(µ1 + θ1 + γ1)α1L2 + (µ1 + θ1)(µ1 + µ′1 + γ1)
. (2.23)
Temos, assim, uma expressa˜o para os homens infectados em func¸a˜o de L2. Analogamente
temos para o caso dos ca˜es infectados.
De (6) de (2.19),
C3 =
γ2
µ2 + θ2
C2 . (2.24)
Com isto, em (4′) de (2.19), temos
C1 = 1− (µ2 + θ2 + γ2)
µ2 + θ2
C2 (2.25)
e
C2 =
(µ2 + θ2)α2L2
(µ2 + θ2 + γ2)α2L2 + (µ2 + θ2)(µ2 + µ′2 + γ2)
. (2.26)
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Resumindo temos todos os compartimentos em func¸a˜o de L2.
Finalmente temos as seguintes expresso˜es, obtidas de (7) e (8) de (2.19),
L1 =
µ3 + µ
′
3L2
µ3 + β1H2 + β2C2
(2.27)
e
L2 =
(β1H2 + β2C2)
µ3 + µ′3
L1. (2.28)
Temos, enta˜o, substituindo (2.27) em (2.28),
L2 =
(β1H2 + β2C2)
µ3 + µ′3
(µ3 + µ
′
3L2)
µ3 + β1H2 + β2C2
, (2.29)
de onde resulta
µ3(µ3 + µ
′
3)L2 + µ3(β1H2 + β2C2)L2 − µ3(β1H2 + β2C2) = 0.
Com (2.23) e (2.26) na equac¸a˜o anterior, e´ poss´ıvel obter um polinoˆmio de terceiro grau
para L2,
P (L2) = (b2L
2
2 + b1L2 + b0)L2 , (2.30)
com os seguintes coeficientes
b2 = µ3α1α2[(µ3+µ
′
3)(µ1+ θ1+ γ1)(µ2+ θ2+ γ2)+ (µ1+ θ1)(µ2+ θ2+ γ2)β1+(µ2+ θ2)(µ1+
θ1 + γ1)β2]
b1 = µ3(µ3 + µ
′
3)[(µ2 + θ2)(µ2 + µ
′
2 + γ2)(µ1 + θ1 + γ1)α1 + (µ1 + θ1)(µ1 + µ
′
1 + γ1)(µ2 + θ2 +
γ2)α2]+µ3(µ1+ θ1)(µ2+ θ2)[(µ2+µ
′
2+γ2)α1β1+(µ1+µ
′
1+γ1)α2β2]−µ3α1α2[(µ1+ θ1)(µ2+
θ2 + γ2)β1 + (µ2 + θ2)(µ1 + θ1 + γ1)β2]
b0 = µ3(µ1 + θ1)(µ2 + θ2)[(µ3 + µ
′
3)(µ1 + µ
′
1 + γ1)(µ2 + µ
′
2 + γ2)− (µ2 + µ′2 + γ2)α1β1− (µ1 +
µ′1 + γ1)α2β2].
Vamos aplicar a regra de Descartes [15], analisando os sinais dos coeficientes. Tem-se
que b2 > 0 sempre, so´ resta fazer a ana´lise de b0 e b1.
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Afirmac¸ao˜ 2.2: Se o nu´mero de reprodutividade basal R0 < 1, enta˜o os coeficientes b0
e b1 sa˜o positivos.
Para o caso de b0 , escrevemos do seguinte modo,
b0 = µ3(µ1 + θ1)(µ2 + θ2)(µ3 + µ
′
3)(µ1 + µ
′
1 + γ1)(µ2 + µ
′
2 + γ2)[1 − α1β1(µ1+µ′1+γ1)(µ3+µ′3) −
α2β2
(µ2+µ′2+γ2)(µ3+µ
′
3)
],
ou seja, em func¸a˜o do nu´mero de reprodutibidade basal, R0, tem-se
b0 = µ3(µ1 + θ1)(µ2 + θ2)(µ3 + µ
′
3)(µ1 + µ
′
1 + γ1)(µ2 + µ
′
2 + γ2)[1−R0]. (2.31)
Enquanto para b1 aplicamos a propiedade distributiva do produto com respeito a soma
no primeiro e terceiro termo, agrupamos convenientemente. Assim,
µ3(µ1 + θ1)(µ3 + µ
′
3)(µ1 + µ
′
1 + γ1)(µ2 + θ2 + γ2)α2 − µ3α1α2(µ1 + θ1)(µ2 + θ2 + γ2)β1 =
= µ3(µ3 + µ
′
3)(µ1 + θ1)(µ1 + µ
′
1 + γ1)(µ2 + θ2 + γ2)α2[1− α1β1(µ1+µ′1+γ1)(µ3+µ′3) ],
tambe´m agrupamos,
µ3(µ2 + θ2)(µ3 + µ
′
3)(µ2 + µ
′
2 + γ2)(µ1 + θ1 + γ1)α1 − µ3α1α2(µ2 + θ2)(µ1 + θ1 + γ1)β2 =
= µ3(µ2 + θ2)(µ3 + µ
′
3)(µ2 + µ
′
2 + γ2)(µ1 + θ1 + γ1)α1[1− α2β2(µ2+µ′2+γ2)(µ3+µ′3) ],
escrevemos o segundo termo original de b1, assim
µ3(µ1 + θ1)(µ2 + θ2)[(µ2 + µ
′
2 + γ2)α1β1 + (µ1 + µ
′
1 + γ1)α2β2] =
= µ3(µ1+θ1)(µ2+θ2)(µ3+µ
′
3)(µ1+µ
′
1+γ1)(µ2+µ
′
2+γ2)[
α1β1
(µ1+µ′1+γ1)(µ3+µ
′
3)
+ α2β2
(µ2+µ′2+γ2)(µ3+µ
′
3)
].
Enta˜o juntando tudo o coeficiente b1, em funca˜o do nu´mero de reprodutibilidade basal,
lembrando (2.17), ou R0 =
β1
β01
+ β2
β02
, fica
b1 = µ3(µ1 + θ1)(µ3 + µ
′
3)(µ1 + µ
′
1 + γ1)(µ2 + θ2 + γ2)α2[1− β1β01 ]+
+µ3(µ2 + θ2)(µ3 + µ
′
3)(µ2 + µ
′
2 + γ2)(µ1 + θ1 + γ1)α1[1− β2β02 ]+
+µ3(µ1 + θ1)(µ2 + θ2)(µ3 + µ
′
3)(µ1 + µ
′
1 + γ1)(µ2 + µ
′
2 + γ2)R0.
Portanto se R0 ≤ 1 enta˜o a expressa˜o (2.31) para b0, e da u´ltima para b1, resulta que
b0 > 0 e b1 > 0.¥
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Uma consequ¨eˆncia desta u´ltima afirmac¸a˜o, e fazendo uso da regra de Descartes [15],
temos que
1. Se R0 ≤ 1 ,enta˜o b0 > 0 e b1 > 0, o que implica que na˜o existe soluc¸a˜o real positiva.
2. Se R0 > 1 , enta˜o b0 < 0, de onde tem-se que existe uma u´nica soluc¸a˜o real positiva.
Resumindo, as concluso˜es que se pode derivar ate´ o momento sa˜o as seguintes: L2 = 0
sempre e´ soluc¸a˜o, do caso trivial e de (2.29), e e´ esta´vel se R0 < 1, se na˜o, e´ insta´vel. Ainda
falta analisar a estabilidade da soluca˜o positiva.
Ana´lise da estabilidade local
Para o caso da soluc¸a˜o na˜o trivial temos
Lema 2.1: Seja P (λ) = det(J − λI) =
7∑
i=0
c7−iλi, onde J e´ o jacobiano formado pelas
derivadas parciais em relac¸a˜o a`s varia´veis de estados do segundo membro do sistema (2.7).
Enta˜o o nu´mero de reprodutibilidade basal R0, segundo ele seja maior ou menor que um,
determina mudanc¸a de sinal em c7 , onde c7 e´ a parte do coeficiente c7 do polinoˆmio P (λ) que
na˜o depende explicitamente da frac¸a˜o de Lutzomyia infectada L2.
Prova: Uma expressa˜o para det J , no ponto na˜o trivial em func¸a˜o das varia´veis, resulta
P (0) = det J = µ1µ2µ3
[
A1L
2
2 + A2L2 + A3
]
, (2.32)
com os coeficientes A1, A2 e A3 dados por
A1 = −(µ1 + θ1 + γ1)(µ2 + θ2 + γ2)(µ3 + β1H2 + β2C2)α1α2
A2 = (µ2+θ2+γ2) [(µ1 + θ1)(µ1 + µ
′
1 + γ1)(µ3 + β1H2 + β2C2)− (µ1 + θ1)α1β1H1L1]α2+
+ (µ2 + θ2)(µ1 + θ1 + γ1)(µ3 + β1H2 + β2C2)α1
A3 = (µ2 + θ2)(µ1 + θ1) [−µ1µ2(µ3 + β1H2 + β2C2) + α2β2µ1C1L1 + α1β1µ1H1L1] .
Aqui, µ1 = (µ1 + µ
′
1 + γ1) ; µ2 = (µ2 + µ
′
2 + γ2) e µ3 = µ3 + µ
′
3.
A expressa˜o para β1H2 + β2C2 resulta, com as equac¸o˜es (2.23) e (2.26),
β1H2 + β2C2 =
B1L
2
2 +B2L2
D
, (2.33)
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onde B1, B2 e D sa˜o
B1 = α1α2 [β1(µ1 + θ1)(µ2 + θ2 + γ2) + β2(µ2 + θ2)(µ1 + θ1 + γ1)]
B2 = (µ1 + θ1)(µ2 + θ2) [α1β1(µ2 + µ
′
2 + γ2) + α2β2(µ1 + µ
′
1 + γ1)]
D = D1L
2
2 +D2L2 +D3,
com D1, D2 e D3 dados por
D1 = (µ1 + θ1 + γ1)(µ2 + θ2 + γ2)α1α2
D2 = (µ1 + θ1)(µ1 + µ
′
1 + γ1)(µ2 + θ2 + γ2)α2 + (µ2 + θ2)(µ2 + µ
′
2 + γ2)(µ1 + θ1 + γ1)α1
D3 = (µ1 + θ1)(µ2 + θ2)(µ1 + µ
′
1 + γ1)(µ2 + µ
′
2 + γ2).
Portanto o termo que na˜o depende de L2 explicitamente, olhando A3 e D3, resulta
c7 = −(µ1 + θ1)2(µ2 + θ2)2 µ12 µ22 µ3
[
1− α1β1
µ1 µ3
H1L1 − α2β2
µ2 µ3
C1L1
]
. (2.34)
Agora, sem perder generalidade, seja R0 > 1. Temos que L2 > 0, enta˜o 0 < L1 < 1.
Ale´m disso, L2 > 0 tambe´m implica que C2 > 0 e, portanto, 0 < C1 < 1 . Analogamente
H2 > 0 e 0 < H1 < 1 .¤
Vemos que
c7 > −(µ1 + θ1)2(µ2 + θ2)2 µ12 µ22 µ3
[
1− α1β1
µ1 µ3
− α2β2
µ2 µ3
]
> 0,
pois [1−R0] < 0. Se R0 < 1 enta˜o c7 < 0. ¥
Observac¸o˜es:
a) Se na expressa˜o do determinante (2.32), colocarmos os valores do ponto de equil´ıbrio
trivial, ou seja, Pe1 = (1, 0, 0, 1, 0, 0, 1, 0), recupera-se a expressa˜o
−µ1 µ2 µ3(µ1 + θ1)(µ2 + θ2)a3.
Assim, a estabilidade depende do sinal de a3 como mostrou-se na Afirmac¸a˜o 2.1.
b) O fato de que ocorra uma mudanc¸a de sinal, conforme o nu´mero de reprodutibilidade
basal seja maior ou menor que um, da´ para conjecturar que a estabilidade tambe´m muda,
para o caso na˜o trivial. O Lema 2.1 permite esta conclusa˜o do ponto de vista teo´rico, pore´m
verificaremos o resultado numericamente.
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2.2 Simulac¸o˜es Nume´ricas
Nesta sec¸a˜o apresentaremos as simulac¸o˜es obtidas ao implementar o modelo matema´tico. O
“software” utilizado e´ o pacote MATLABr, no qual se implementou o modelo. Vide o anexo
para os detalhes da func¸a˜o definida na utilizac¸a˜o da rotina odeset, o qual permite alterar
paraˆmetros dos resolvedores de ODE, neste caso, ode45, para o PVI do tipo na˜o “stiff”.
Na tabela abaixo temos os valores dos paraˆmetros, utilizados para obter o desenvolvi-
mento no tempo dos homens, cachorros e mosquitos infectados. Quase todos os valores sa˜o
dados obtidos do trabalho de Yang e Ferreira [25][26] e do Llanos-Cuentas et al [13], e as
refereˆncias por eles citadas. Os dados indicados com (∗) sa˜o valores adotados por no´s.
Paraˆmetros Me´dia
µ−11 (a) 52, 5
(µ′1)
−1(a) 2, 707
γ−11 (a)
12
7
µ−12 (a) 2, 3
(µ′2)
−1(a) 0, 437
γ−12 (a) 5
µ−13 (a) 0, 141
(µ′3)
−1(a) 0, 019
α1(a) 2, 2
∗
α2(a) 4, 4
∗
β1(a) 5
∗
β2(a) 10
∗
θ1(a) 0, 1
∗
θ2(a) 0, 1
∗
Na Figura 2.2 temos a modelagem para o caso em que o valor do nu´mero de reproduti-
bilidade basal e´ R0 = 1, 9882 com RC = 1, 5747 para o ca˜o e RH = 0, 4135 para o homem.
Observe que temos valores endeˆmicos da doenc¸a, pois, R0 e´ maior do que um. A doenc¸a
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Figura 2.2: Caso R0 = 1, 9882. A` esquerda, as soluc¸o˜es de todos os hospedeiros. A` direita,
homens, ca˜es e Lutzomyia infectados.
atinge valores endeˆmicos embora a contribuic¸a˜o pelo homem ao nu´mero de reprodutibilidade
basal seja menor que um. Do ponto de vista da modelagem matema´tica confirma-se a
importaˆncia do ca˜o no ciclo da transmissa˜o da doenc¸a.
A Figura 2.3 apresenta a evoluc¸a˜o de todas as varia´veis de estados do sistema (2.7), para
o caso R0 = 1, 5954 com condic¸o˜es iniciais (1, 0, 0, 1, 0, 0, 0.9, 0.1).
Outra simulac¸a˜o com os valores R0 = 1, 3994, com RH = 0, 0931 e RC = 1, 3063, e´
apresentada na Figura 2.4.
Neste caso a estimativa dos paraˆmetros levam a uma situac¸a˜o realista. Observe que a
frac¸a˜o de homem suscet´ıvel e´ H1 = 0, 9441 e do homem infectado e´ H2 = 0, 0287, ou seja,
quase 3%, o que esta´ bastante perto dos dados de zonas endeˆmicas. Neste caso a frac¸a˜o do
ca˜o infectado e´ C2 = 0, 2008, ou seja, praticamente 20%.
Na˜o daremos mais detalhes aqui das simulac¸o˜es nume´ricas. Estas sera˜o feitas nas aplicac¸o˜es
do modelo para casos espec´ıficos de Leishmianoses, e no estudo da sensitividade dos paraˆmetros
inclu´ıdos em R0.
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Figura 2.3: Caso R0 = 1, 5954. A` esquerda, as soluc¸o˜es de todos os hospedeiros. A` direita,
homens, ca˜es e Lutzomyia infectados.
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Modelagem da leishmaniose ciclo doméstico simpificado.
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Figura 2.4: Soluc¸o˜es para R0 = 1.3994. A` esquerda, as soluc¸o˜es de todos os hospedeiros. A` direita,
homens, ca˜es e Lutzomyia infectados.
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2.2.1 Bifurcac¸o˜es
O paraˆmetro chave em uma doenc¸a transmitida por microparasita e´ o nu´mero de reproduti-
bilidade basal R0. Ele permite estimar quando a doenc¸a prevalecera´ em uma comunidade. A
Figura 2.5 mostra o diagrama de bifurcac¸a˜o para a populac¸a˜o de Lutzomyia infectados. A
expressa˜o que permite obter o seguinte diagrama de bifurcac¸a˜o e´ dada pelo polinoˆmio (2.30).
As hipo´teses neste caso sa˜o que a taxas de contato β2 seja o dobro de β1, o mesmo com α2
com respeito a α1. So´ que no caso do paraˆmetro α1 faz-se a escolha de um intervalo [0, r] para
a variac¸ao˜ de α1, onde r e´ uma estimac¸a˜o para a taxa α1, assim tomamos α2 ≥ 2α1.
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Figura 2.5: Diagrama de Bifurcac¸a˜o para L2.
Na figura 2.5 pode-se observar que a bifurcac¸a˜o acontece justamente no valor R0 = 1,
para valores maiores que um temos soluc¸o˜es positivas no compartimento correspondente a L2,
ou seja, a frac¸a˜o de Lutzomyia infectadas. A relac¸a˜o dos paraˆmetros utilizada foi α1 ∈ [0, 2]
com amplitude de passo 0, 01, enquanto que α2 = 6, β1 = 5 e β2 = 2β1.
Observa-se que, se R0 ≤ 1, tem-se b0 = −0.1394, negativo, o que concorda com a
Afirmac¸a˜o 2.2.
CAPI´TULO 3
Populac¸a˜o do vetor com capacidade do meio
3.1 Introduc¸a˜o
Pelo fato de Leishmaniose ser uma doenc¸a transmitida por vetor, tem importaˆncia a dinaˆmica
da populac¸a˜o do vetor. A populac¸a˜o do vetor e´ afetada por mudanc¸as sazonais, pois temos
maior densidade de populac¸a˜o do vetor nas e´pocas de chuvas. Em geral o que acontece com
a maioria das doenc¸as transmitidas por vetor, como por exemplo a dengue, a mala´ria, o mal
de chagas e a febre amarela.
No cap´ıtulo anterior estudou-se populac¸a˜o constante de vetor. Esta abordagem resulta
em uma populac¸a˜o na˜o nula, exceto quando a taxa de natalidade for nula.
Os hospedeiros envolvidos, homem e cachorro, vivem muito mais tempo que qualquer
espe´cie de Luztomyia. Basicamente temos duas escalas de tempo de vida, para hospedeiros
vertebrados e para o hospedeiro invertebrado, as quais sa˜o muitos diferentes.
Quando se considera tempo muito curto, pode-se dizer que a populac¸a˜o do vetor esta´ em
equil´ıbrio, ou seja, que LN = L1 + L2 = cte, que, justamente constitui o tratamento feito
no Cap´ıtulo 2. Se olharmos um per´ıodo de tempo mais longo, provavelmente a considerac¸a˜o
de que populac¸o˜es do vetor teˆm oscilac¸o˜es sazonais e´ muito mais realista. Isto pode ser
estudado considerando taxa de oviposic¸a˜o dependente do tempo. Aqui supo˜e-se que a taxa
de oviposic¸a˜o dependente da densidade no crescimento da Luztomyia. Mais precisamente a
24
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mesma sera´ descrita por crescimento Verhultziano,
ϕLN [1− LN
K
] ,
onde ϕ e´ a taxa intr´ınseca de ovoposic¸a˜o, K e´ a capacidade de suporte do meio e LN , a
populac¸a˜o total de feˆmeas adultas da populac¸a˜o do vetor Lutzomyia. Portanto, o sistema
de equac¸o˜es diferenciais que descreve a dinaˆmica da transmisa˜o da doenc¸a, agora, fica do
seguinte jeito,

dH1(t)
dt
= µ1 + µ
′
1H2(t) + θ1H3(t)− [α1L2(t) + µ1]H1(t)
dH2(t)
dt
= α1L2(t)H1(t)− (µ1 + µ′1 + γ1)H2(t)
dH3(t)
dt
= γ1H2(t)− (µ1 + θ1)H3(t)
dC1(t)
dt
= µ2 + µ
′
2C2(t) + θ2C3(t)− [α2L2(t) + µ2]C1(t)
dC2(t)
dt
= α2L2(t)C1(t)− (µ2 + µ′2 + γ2)C2(t)
dC3(t)
dt
= γ2C2(t)− (µ2 + θ2)C3(t)
dL1(t)
dt
= ϕLN(t)[1− LN (t)K ]− [µ3 + β1H2(t) + β2C2(t)]L1(t)
dL2(t)
dt
= [β1H2(t) + β2C2(t)]L1(t)− (µ3 + µ′3)L2(t) .
(3.1)
E´ importante observar que neste caso temos populac¸o˜es de vertebrados dadas por homem
e cachorro, que sa˜o normalizadas. Assim,
3∑
i=1
Hi = 1;
3∑
i=1
Ci = 1; (3.2)
onde tem-se que Hi, Ci, i = 1, 2, 3, sa˜o frac¸o˜es. Enquanto na populac¸a˜o do vetor, LN =
L1+L2 da´ a densidade total das feˆmeas da espe´cie Lutzomyia nos compartimentos sucest´ıvel
e infectado. A variac¸a˜o sazonal pode ser incorporada no paraˆmetro ϕ.
3.2 Pontos de equil´ıbro
Igualando a zero os membros direitos do sistema (3.1) temos
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
µ1 + µ
′
1H2(t) + θ1H3(t)− (α1L2(t) + µ1)H1(t) = 0 (1)
α1L2(t)H1(t)− (µ1 + µ′1 + γ1)H2(t) = 0 (2)
γ1H2(t)− (µ1 + θ1)H3(t) = 0 (3)
µ2 + µ
′
2C2(t) + θ2C3(t)− (α2L2(t) + µ2)C1(t) = 0 (4)
α2L2(t)C1(t)− (µ2 + µ′2 + γ2)C2(t) = 0 (5)
γ2C2(t)− (µ2 + θ2)C3(t) = 0 (6)
ϕLN(t)(1− LN (t)K )− [µ3 + β1H2(t) + β2C2(t)]L1(t) = 0 (7)
[β1H2(t) + β2C2(t)]L1(t)− (µ3 + µ′3)L2(t) = 0 (8) ,
(3.3)
de onde, se L2 = 0, enta˜o pode acontecer L1 = 0 ou na˜o.
3.2.1 Ponto de equil´ıbrio livre de vetor
Se L2 = 0 e L1 = 0, o ponto de equil´ıbrio e´
Pe1 = (1, 0, 0, 1, 0, 0, 0, 0, 0) . (3.4)
3.2.2 Ponto de equil´ıbrio livre de doenc¸a
Se L2 = 0 e L1 6= 0, da equac¸a˜o (7) de (3.3), temos
{
ϕ(1− L1
K
)− [µ3 + β1H2 + β2C2]
}
L1 = 0 ,
mas, de (8), para L2 = 0, temos β1H2 + β2C2 = 0, de onde resulta
L1 =
K
ϕ
(ϕ− µ3) , com ϕ ≥ µ3 ,
para se ter ponto de equil´ıbrio trivial
Pe2 = (1, 0, 0, 1, 0, 0, 0,
K
ϕ
(ϕ− µ3), 0) . (3.5)
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3.2.3 Ponto de equil´ıbrio na˜o trivial
Agora para o caso em que todas as varia´veis sa˜o na˜o nulas, da equac¸a˜o (8) de (3.3), temos
L2 =
[β1H2 + β2C2]L1
(µ3 + µ′3)
, (3.6)
ou seja, aL2 = L1, onde definimos
a =
(µ3 + µ
′
3)
β1H2 + β2C2
. (3.7)
Enta˜o, da equac¸a˜o (3.7),
ϕ(1 + a)L2 − ϕ(1+a)2K L22 − [µ3 + β1H2 + β2C2]aL2 = 0.
Temos uma equac¸a˜o quadra´tica na variavel L2 dada por
ϕ(1+a)2
K
L22{[µ3 + β1H2 + β2C2]a− ϕ(1 + a)}L2 = 0 ,
que pode ser escrita como
{
ϕ(1 + a)2
K
L2 + [µ3 + β1H2 + β2C2]a− ϕ(1 + a)
}
L2 = 0 (3.8)
e
L2 =
ϕ(1 + a)− [µ3 + β1H2 + β2C2]a
ϕ(1+a)2
K
. (3.9)
Agora com (3.7), a soluc¸a˜o na˜o trivial de (3.9) fica
L2 =
K
ϕ
{
ϕ[β1H2 + β2C2]
[µ3 + µ′3 + β1H2 + β2C2]
− (µ3 + µ
′
3)[β1H2 + β2C2][µ3 + β1H2 + β2C2]
[µ3 + µ′3 + β1H2 + β2C2]2
}
,
que e´ o mesmo de
L2 =
K
ϕ
[β1H2 + β2C2]
[µ3 + µ′3 + β1H2 + β2C2]
{
ϕ− (µ3 + µ
′
3)[µ3 + β1H2 + β2C2]
[µ3 + µ′3 + β1H2 + β2C2]
}
. (3.10)
A condic¸a˜o para que a soluc¸a˜o seja de interesse biolo´gico e´
ϕ >
(µ3 + µ
′
3)[µ3 + β1H2 + β2C2]
[µ3 + µ′3 + β1H2 + β2C2]
. (3.11)
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Contudo temos as mesmas expresso˜es que no modelo anterior para H1, H2, H3 , C1, C2 e
C3. (Vide as equac¸o˜es (2.19)− (2.25) na secc¸a˜o 2.2, em cap´ıtulo 2.)
3.3 Ana´lise de estabilidade
Estabilidade do ponto livre de vetor
Afirmac¸a˜o 1: O ponto de equil´ıbrio Pe1 = (1, 0, 0, 1, 0, 0, 0, 0, 0) do sistema (3.1) e´ local-
mente e assintoticamente esta´vel se a taxa de oviposic¸a˜o e´ menor que a taxa de mortalidade
da espe´cie lutzomyia envolvida.
De fato, o Jacobiano J calculado no ponto Pe1 resulta
−µ1 µ′1 θ1 0 0 0 0 −α1
0 −(µ1 + µ′1 + γ1) 0 0 0 0 0 α1
0 γ1 −(µ1 + θ1) 0 0 0 0 0
0 0 0 µ2 µ
′
2 θ2 0 −α2
0 0 0 0 −(µ2 + µ′2 + γ2) 0 0 α2
0 0 0 0 γ2 -(µ2+θ2) 0 0
0 0 0 0 0 0 ϕ− µ3 ϕ
0 0 0 0 0 0 0 −(µ3 + µ′3)

,
o que permite obter o polinoˆmio caracter´ıstico P (λ) = det(J − λI), cuja expressa˜o e´
P (λ) = (λ+µ1)(λ+µ2)(λ+µ1+θ1)(λ+µ2+θ2)(λ+µ1+µ
′
1+γ1)(λ+µ2+µ
′
2+γ2)(λ+µ3−ϕ).
(3.12)
Lembre-se que todos os paraˆmetros sa˜o positivos. Enta˜o, se ϕ < µ3, todos os autovalores
sa˜o negativos. Portanto Pe1 resulta localmente e assintoticamente esta´vel. ¥
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Estabilidade do ponto de equil´ıbrio trivial
Proposic¸a˜o 3.1: O ponto de equil´ıbrio Pe2 = (1, 0, 0, 1, 0, 0, 0,
K
ϕ
(ϕ − µ3), 0) do sistema
(3.1) e´ localmente e assintoticamente esta´vel se a taxa de oviposic¸a˜o e´ maior que a taxa
de mortalidade da espe´cie lutzomyia envolvida e R0 < 1, onde R0 e´ definido como R0 =
K
ϕ
(ϕ− µ3)(β1β01 +
β2
β02
) , com β01 e β
0
2 dadas pela equac¸a˜o (2.17).
Prova:
Neste caso o jacobiano J do sistema (3.1) calculado no ponto Pe2 resulta
−µ1 µ′1 θ1 0 0 0 0 −α1
0 −(µ1 + µ′1 + γ1) 0 0 0 0 0 α1
0 γ1 −(µ1 + θ1) 0 0 0 0 0
0 0 0 µ2 µ
′
2 θ2 0 −α2
0 0 0 0 −(µ2 + µ′2 + γ2) 0 0 α2
0 0 0 0 γ2 -(µ2+θ2) 0 0
0 −β1Kϕ (ϕ− µ3) 0 0 −β2Kϕ (ϕ− µ3) 0 ϕ− µ3 2µ3 − ϕ
0 β1
K
ϕ
(ϕ− µ3) 0 0 β2Kϕ (ϕ− µ3) 0 0 −(µ3 + µ′3)

,
o polinoˆmio caracter´ıstico obtido ao resolver det(J − λI) e´
P (λ) = (−µ1 − λ)(−µ2 − λ) (−µ1 − θ1 − λ)(−µ2 − θ2 − λ)(µ3 − ϕ− λ)P3(λ) , (3.13)
onde o polinoˆmio P3(λ), fator do P (λ), e´
P3(λ) = λ
3 + a1λ
2 + a2λ+ a3, (3.14)
com os coeficientes dados por
a1 = (µ1 + µ
′
1 + γ1) + (µ2 + µ
′
2 + γ2) + (µ3 + µ
′
3), (3.15)
a2 = (µ3+µ
′
3)[(µ1+µ
′
1+γ1)+(µ2+µ
′
2+γ2)]+(µ1+µ
′
1+γ1)(µ2+µ
′
2+γ2)−
α1β1(ϕ− µ3)
ϕ
−α2β2(ϕ− µ3)
ϕ
(3.16)
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e
a3 = (µ3+µ
′
3)(µ1+µ
′
1+γ1)(µ2+µ
′
2+γ2)−
α1β1K(ϕ− µ3)(µ2 + µ′2 + γ2)
ϕ
−α2β2K(ϕ− µ3)(µ1 + µ
′
1 + γ1)
ϕ
.
(3.17)
De (3.13) tem-se

λ1 = −µ1
λ2 = −µ2
λ3 = −µ1 − θ1
λ4 = −µ2 − θ2
e
λ5 = µ3 − ϕ < 0⇒ µ3 < ϕ . ¤ (3.18)
Para determinar o sinal dos autovalores λ6, λ7 e λ8, raizes de P3(λ), aplicamos o crite´rio
de Routh-Hurtwitz [15], neste caso um polinoˆmio de terceiro grau. Vide de (3.15) que a1 > 0.
Agora vejamos se a3 > 0. De fato, segundo (3.17), a3 pode ser reescrito por
a3 = (µ3 + µ
′
3)(µ1 + µ
′
1 + γ1)(µ2 + µ
′
2 + γ2)[1−R0],
como por hipo´tese R0 < 1, enta˜o a3 > 0. ¤
Ale´m disso como R0 < 1 e R0 =
K
ϕ
(ϕ−µ3)(β1β01 +
β2
β02
), temos que 1−R0 > 0 o que implica
que
1− K
ϕ
(ϕ− µ3)β1
β01
> 0 ∧ 1− K
ϕ
(ϕ− µ3)β2
β02
> 0 , (3.19)
o que equivale a
1− K(ϕ− µ3)α1β1
ϕ(µ3 + µ′3)(µ1 + µ
′
1 + γ1)
> 0 ∧ 1− K(ϕ− µ3)α2β2
ϕ(µ2 + µ′2)(µ2 + µ
′
2 + γ2)
> 0 .
Enta˜o vemos que
(µ1+µ′1+γ1)+(µ2+µ
′
2+γ2)
(µ3+µ′3)
+ [(µ1 + µ
′
1 + γ1) + (µ2 + µ
′
2 + γ2) + (µ3 + µ
′
3)]{
1
(µ2+µ′2+γ2)
[
1− K(ϕ−µ3)α1β1
ϕ(µ3+µ′3)(µ1+µ
′
1+γ1)
]
+ 1
(µ1+µ′1+γ1)
[
1− K(ϕ−µ3)α2β2
ϕ(µ2+µ′2)(µ2+µ
′
2+γ2)
]}
+R0 > 0,
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tambe´m
(µ1+µ′1+γ1)+(µ2+µ
′
2+γ2)
(µ3+µ′3)
+ 1 + [(µ1 + µ
′
1 + γ1) + (µ2 + µ
′
2 + γ2) + (µ3 + µ
′
3)]×
×
{
1
(µ2+µ′2+γ2)
[
1− K(ϕ−µ3)α1β1
ϕ(µ3+µ′3)(µ1+µ
′
1+γ1)
]
+ 1
(µ1+µ′1+γ1)
[
1− K(ϕ−µ3)α2β2
ϕ(µ2+µ′2)(µ2+µ
′
2+γ2)
]}
> 1−R0,
ou
(µ3+µ′3)+(µ1+µ
′
1+γ1)+(µ2+µ
′
2+γ2)
(µ3+µ′3)
+ [(µ1 + µ
′
1 + γ1) + (µ2 + µ
′
2 + γ2) + (µ3 + µ
′
3)]×
×
{
1
(µ2+µ′2+γ2)
[
1− K(ϕ−µ3)α1β1
ϕ(µ3+µ′3)(µ1+µ
′
1+γ1)
]
+ 1
(µ1+µ′1+γ1)
[
1− K(ϕ−µ3)α2β2
ϕ(µ2+µ′2)(µ2+µ
′
2+γ2)
]}
> 1−R0.
Colocando em evideˆncia (µ1 + µ
′
1 + γ1) + (µ2 + µ
′
2 + γ2) + (µ3 + µ
′
3) tem-se
[(µ1 + µ
′
1 + γ1) + (µ2 + µ
′
2 + γ2) + (µ3 + µ
′
3)]×
×
{
1
(µ3+µ′3)
+ 1
(µ2+µ′2+γ2)
[
1− K(ϕ−µ3)α1β1
ϕ(µ3+µ′3)(µ1+µ
′
1+γ1)
]
+ 1
(µ1+µ′1+γ1)
[
1− K(ϕ−µ3)α2β2
ϕ(µ2+µ′2)(µ2+µ
′
2+γ2)
]}
> 1−
R0.
Agora como (µ1 + µ
′
1 + γ1)(µ2 + µ
′
2 + γ2)(µ3 + µ
′
3) > 0, se multiplicarmos em ambos
membros da desigualdade tem-se
a1a2 > a3 . (3.20)
Portanto, temos as hipo´teses do crite´rio de Routh-Hurtwitz [15] sastifeitas e assim λ6, λ7 e λ8
sa˜o negativos se R0 < 1. Por (3.18) o autovalor λ5 e´ negativo se µ3 < ϕ. Logo todos os
autovalores sa˜o negativos, portanto o ponto de equil´ıbrio Pe2 do sistema (3.1) e´ localmente
e assintoticamente esta´vel. ¥
CAPI´TULO 4
Ana´lise do fator Desmatamento
4.1 Introduc¸a˜o
A Leishmaniose persiste ainda como doenc¸a pu´blica severa. Hoje ela esta´ expandindo-se
em regio˜es que antes na˜o tinham casos reportados. A doenc¸a esta´ relacionada ao compor-
tamento humano, que com suas atividades pessoais e de organizac¸a˜o social, modificam o
meio-ambiente.
Sa˜o muitos os fatores que acrescentam o risco, como por exemplo, os fenoˆmenos de
urbanizac¸a˜o, socio-econoˆmicos, a migrac¸a˜o, o desmatamento e o efeito estufa. Todos eles,
de um jeito complexo, teˆm influeˆncia na dinaˆmica da transmissa˜o da doenc¸a.
Neste caso aplicaremos o estudo feito para um caso particular que permita avaliar o que
acontece quando fatores de risco sa˜o o desmatamento e/ou a urbanizac¸a˜o desplanejado.
No Brasil, diversas investigac¸o˜es teˆm apontado algumas espe´cies envolvidas com a trans-
missa˜o de leishmaniose tegumentar americana. Dentre elas esta˜o: Lutzomyia intermedia
sensu lato (s.l.), L. whitmani, L. pessoai, L. migonei, L. fischeri, L. flaviscutellata, L. um-
bratilis e L. wellcomei. Estas espe´cies, com excec¸a˜o da L. fischeri, ja´ foram encontradas
naturalmente infectadas e todas elas estavam relacionadas a a´reas onde ocorreram a trans-
missa˜o de LTA [21]. Delas no´s focalizaremos nesta modelagem o caso do geˆnero Lu. mais
antropof´ılico, um hospedeiro vertebrado e um hospedeiro invertebrado. Enta˜o tem-se as
32
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seguintes hipo´teses.
4.2 Hipo´teses do modelo
Por simplicidade, as seguintes suposic¸o˜es sera˜o feitas:
1. A transmisa˜o da doenc¸a e´ intraflorestal, ou seja, as moradias ficam localizadas dentro
do raio de dispersa˜o do agente transmissor.
2. A espe´cie Lu., agente transmissor, tem alto grau de antropofilia, ou seja se alimenta
preferentemente do homem.
3. O hospedeiro vertebrado tem per´ıodo latente nulo e na˜o atinge imunidade permanente.
4. O hospedeiro invertebrado tem per´ıodo latente nulo.
5. As taxas de contato sa˜o determinadas pela expressa˜o αi(I,D) = ID + αi , onde αi
sa˜o as taxas de contato sem desmatamento, I e´ o risco me´dio de casos da doenc¸a na
comunidade e D e´ o ı´ndice de desmatamento da a´rea em estudo, dado pelo percentual
da a´rea verde desmatada anualmente.
O diagrama do fluxo correspondiente e´ apresentado na Figura 4.1
Figura 4.1: Diagrama de Fluxo, para 1-hospedeiro e vetor com alto grau de antropofilia.
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O sistema que descreve a interac¸a˜o entre os homens e os flebotomı´neos resulta

dH1(t)
dt
= µ1 + µ
′
1H2(t) + θ1H3(t)− [α1L2(t) + µ1]H1(t)
dH2(t)
dt
= α1L2(t)H1(t)− (µ1 + µ′1 + γ1)H2(t)
dH3(t)
dt
= γ1H2(t)− (µ1 + θ1)H3(t)
dL1(t)
dt
= µL + µ
′
LL2(t)− [β1H2(t) + µL]L1(t)
dL2(t)
dt
= β1H2(t)L1(t)− (µL + µ′L)L2 .
(4.1)
4.2.1 Ponto de equil´ıbrio trivial e na˜o trivial
O modelo apresenta um ponto de equil´ıbrio trivial. Este ponto e´ Pe1 = (1, 0, 0, 1, 0).
O ponto de equil´ıbrio na˜o trivial do sistema (4.1) no estado de equil´ıbrio resulta
L1 =
µL + µ
′
LL2
µL + β1H2
(4.2)
e
L2 =
β1H2
µL + µ′L + β1H2
. (4.3)
No´s temos que L2 6= 0, enta˜oH2 6= 0, logo da segunda equac¸a˜o de (4.1) tem-se a expressa˜o
para H1, que com (4.3) fica
H1 =
(µ1 + µ
′
1 + γ1)(µL + µ
′
L + β1H2)
α1β1
. (4.4)
Assim de (4.3) e (4.4) tem-se para (4.2)
L1 =
µL + µ
′
L
µL + µ′L + β1H2
. (4.5)
Da terceira ecquac¸a˜o do sistema (4.1) tem-se H3 =
γ1H2
µ1+θ1
. A expressa˜o para H2 pode ser
deduzida da relac¸a˜o
3∑
i=1
Hi = 1;. No´s indicamos esta soluc¸a˜o como Pe2 = (H1, H2, H3, L1, L2).
Proposic¸a˜o 4.1: Sejam Pe2 o ponto de equil´ıbrio na˜o trivial do sistema (4.1) e
Pe2(λ) = det(J|Pe2 − λI ). Se R0 > 1, enta˜o Pe2(0) > 0. R0 e´ definido como
R0 =
α1β1
(µ1+µ′1+γ1)(µL+µ
′
L)
.
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Prova:
No caso do ponto de equil´ıbrio Pe2 tem-se que
P (λ) =
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
−(µ1 + α1L2)− λ µ′1 θ1 0 −α1H1
α1L2 −µ1 − λ 0 0 α1H1
0 γ1 −(µ1 + θ1)− λ 0 0
0 −β1L1 0 −(µ2 + β1H2)− λ µ′2
β1L1 0 β1H2 −(µ2 + µ′2)− λ
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
que resulta em
Pe2(λ) = (−µ1 − λ)(−µL − λ)P3(λ), (4.6)
onde o polinoˆmio P3(λ) e´
P3(λ) = α1γ1L2(µL+β1H2)+(µ1+θ1+λ) [(µ1 + λ+ α1L2)(µL + β1H2)− α1β1H1L1] , (4.7)
onde µL = µL + µ
′
L e µ1 = µ1 + µ
′
1 + γ1 .
Seja a0 = P3(0) . Enta˜o tem-se
a0 = α1γ1L2(µL + β1H2) + (µ1 + θ1) [(µ1 + α1L2)(µL + β1H2)− α1β1H1L1] . (4.8)
Portanto
Pe2(0) = µ1 µLP3(0) = µ1 µL a0. (4.9)
Tudo isto permite escrever a expressa˜o (4.9) em func¸a˜o de H2 como
Pe2(0) = µ1 µL {α1γ1 + (µ1 + θ1) [µ1 + µ′1 + α1 + γ1]} β1H2. (4.10)
Como R0 > 1 implica que H2 > 0, tem-se que Pe2(0) > 0 . ¥
Corolario 4.1 Sejam Pe1 o ponto de equil´ıbrio trivial do sistema (4.1) e
Pe1(λ) = det(J|Pe1 − λI ). Se R0 < 1, enta˜o Pe1 e´ localmente e assintoticamente esta´vel.
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Prova: Da expressa˜o (4.3) tem-se
Pe1(λ) = (−µ1 − λ)(−µL − λ)(µ1 + θ1 + λ) [(−µ1 − λ)(−µL − λ)− α1β1] . (4.11)
Seja P2(λ) o u´ltimo fator na equac¸a˜o acima, enta˜o
P2(λ) = λ
2 + (µ1 + µL)λ+ (α1β1 − µ1 µL).
Como µ1 + µL > 0 e R0 =
α1β1
µ1 µL
< 1, tem-se
0 < 1− α1β1
µ1 µL
=
µ1 µL − α1β1
µ1 µL
⇒ µ1 µL − α1β1 > 0.
Aplicando Routh-Hurtwitz [15], o ponto Pe1 resulta em localmente e assintoticamente
esta´vel.¥
Agora pode-se utilizar a Concjetura 1 proposta no artigo Leite M.B., Bassanezi R.C.
e Yang H.M. [12]. Temos uma mudanc¸a do sinal de Pe2(0) com H2, e temos demostrado
que Pe2(0) e´ estritamente positivo quando o nu´mero de reprodutibilidade basal e´ maior que
um, portanto o ponto de equilibrio na˜o trivial Pe2 resulta em localmente e assintoticamente
esta´vel.
4.3 Simulac¸o˜es Nume´ricas
O desmatamento implica que o mosquito tenha modificado seu habitat, pelo qual ocorre a
possibilidade de maior interac¸a˜o com a populac¸a˜o em risco, que e´ aumentada consideravel-
mente.
Apresentamos uma ana´lise para uma forma de variac¸a˜o da taxa de contato, quando ela
e´ afetada por atividades de desmatamento ou urbanizac¸a˜o desplanejada. Pela hipo´tese 5. a
taxa de contato acrescenta-se com o desmatamento de um jeito linear,
α1(I,D) = ID + α1 ,
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onde ID resulta uma frac¸a˜o que tem relac¸a˜o com o aumento dos casos da doenc¸a na co-
munidade sob risco, pela atividade de desmatamento, e α1 e´ taxa de contato da doenc¸a
quando na˜o se considera atividade de desmatamento. Enta˜o no´s fazemos a modelagem para
diferentes comunidades que tem logicamente um impactos ambientais diferente devido o
desmatamento.
No in´ıcio temos um ı´ndice de desmatamento D = 0, 20, ou seja 20% de perda da mata
original. Na Figura 4.2 temos as frac¸o˜es das populac¸o˜es dos compartimentosH1(t), H2(t), H3(t),
L1(t) e L2(t), juntas para o caso com desmatamento e sem desmatamento. Usou-se
I = 1. E´ claramente observado diminuic¸a˜o das frac¸o˜es dos suscest´ıveis, para estes val-
ores de paraˆmetros. Observe que, neste caso os compartimentos H2, L1 e L2 sa˜o quase
coincidentes.
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Figura 4.2: Paraˆmetros I = 1, D = 0, 20. As linhas finas correspondem ao caso sem desmatamento
e as linhas grossas, ao caso com desmatamento.
Na figura 4.3 temos o caso para I=1 e D=0,30. Aqui as diferenc¸as sa˜o mais evidentes.
De novo fazemos uso de linhas finas para o caso sem desmatamento e linhas grossas para
desmatamento.
Por fim, na Figura 4.4, temos a modelagem para o caso I=100 e D=0,30. Aqui resulta
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Figura 4.3: Paraˆmetros I = 1, D = 0, 30. As linhas finas correspondem ao caso sem desmatamento
e as linhas grossas, ao caso com desmatamento.
nota´veis as mudanc¸as que acontecem pelo ı´ndice que representa as atividades de desmata-
mento.
As soluc¸o˜es do sistema (4.1) revelam o que acontece com a dinaˆmica da transmissa˜o
da doenc¸a leishmaniose para o caso onde o vetor e´ altamente antropof´ılico e seu habitat
e´ destru´ıdo pelo homem ale´m de construir suas moradias perto das matas. As simulac¸o˜es
mostram como a destruic¸a˜o da mata influi no aumento da transmissa˜o da leishmaniose, pois
os n´ıveis dos compartimentos de infectados aumentam se consideramos atividades de des-
matamento. No caso de regio˜es com altas taxas de incideˆncias este aumento e´ considera´vel.
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Figura 4.4: Paraˆmetros I = 100, D = 0, 30. As linhas finas correspondem ao caso sem desmata-
mento e as linhas grossas, ao caso com desmatamento.
CAPI´TULO 5
Aplicac¸o˜es do modelo
5.1 Introduc¸a˜o
O propo´sito deste cap´ıtulo e´ aplicar o modelo desenvolvido no cap´ıtulo 2 para modelagem da
transmissa˜o da Leishmaniose pela espe´cie Leishmania peruensis e Leishmania (Leishmania)
amazonensis.
Um dos motivos e´ que, no caso da L. amazonensis, ela tem ampla distribuic¸a˜o geogra´fica
no Brasil. Ocorre nos Estados do Para´, Ceara´, Bahia, Minas Gerais, Goia´s, Mato Grosso,
Esp´ırito Santo, Para´ıba, Amapa´, Parana´, Rio de Janeiro e Sa˜o Paulo. E´ poss´ıvel que sua
distribuic¸a˜o seja maior [16]. Outro, e´ que tem um amplo espectro de reservato´rios. Os
reservato´rios sa˜o essencialmente terrestres ou semiterrestres. Os principais sa˜o Proechimys
guyannensis(rato-so´ia) Oryzimys capito e secunda´rios Neacomys, Dasyprocta, Marmosa,
Metachirus e Cerdocyon thous (Odair Genaro et al., Cap´ıtulo 8) [16].
Os vetores envolvidos no ciclo epidemiolo´gico sa˜o Lu. flaviscutellata e Lu. olmeca nociva
como vetor prima´rio e secunda´rio, respectivamente. Estes teˆm ha´bitos noturnos, voˆo baixo
e sa˜o pouco antropof´ılicos [8].
No caso da L. peruensis tem-se registro muito antigo dela. Ja´ no primeiro se´culo d.C. ha´
representac¸o˜es em potes, com faces humanas mutiladas no nariz e nos la´bios, de artesanatos
correspondentes ao per´ıodo pre´-Inca no Peru e Equador. As primeiras descric¸o˜es cl´ınicas
40
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datam do se´culo XVI e foram feitas por Oviedo e Pizarro em 1535 e 1571, de uma doenc¸a
que afetava os ı´ndios da cordilheira dos Andes, principalmente nos Andes Peruanos (Odair
Genaro et al. , Cap´ıtulo 8) [16].
Leishmania (Viannia) peruviana, o principal agente da leishmaniose cutaˆnea, e´ trans-
mitida pelo mosquito do geˆnero Lutzomyia peruensis. Esta espe´cie e´ o principal vetor de
L. peruviana aos humanos [3] [4], dentro e ao redor de suas moradias [13]. Lutzomyia
verrucarum e´ o mosquito mais abundante nas zonas endeˆmicas e e´ o responsa´vel tambe´m
pela transmissa˜o ao homem [17]. Os ca˜es dome´sticos sa˜o hospedeiros da L. peruviana [23]
e os mamı´feros selvagens, os que moram no peridome´stico, e nas casas como Akodom, Mus
Oryzomys, Phillotis e Rattus; Didelphis e Marmosa e Conepatus, poderiam ser reserva´torios
da L. peruviana [16].
Na Figura (5.1) tem-se um esquema do ciclo silvestre da leishmaniose.
Figura 5.1: Esquema do ciclo silvestre da leishmaniose.
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5.2 O modelo matema´tico
O diagrama de fluxo para o modelo com n−hospedeiros vertebrados e um hospedeiro inver-
tebrado se mostra na Figura 5.2. Tem-se assim uma generalizac¸a˜o do modelo apresentado no
Cap´ıtulo 2, para o caso de 2-hospedeiros vertebrados e um invertebrado, o vetor Lutzomyia,
envolvido na transmissa˜o da doenc¸a.
Figura 5.2: Diagrama de fluxo para n-hospedeiros.
Temos para os hospedeiros vertebrados treˆs compartimentos, que representam as frac¸o˜es
de indiv´ıduos no tempo t, de suscet´ıvel Hi1(t), infectado Hi2(t) e imune ou recuperado Hi3(t),
com i = 1, 2, ..., n. A populac¸a˜o do vetor flebotomı´neo e´ dividida so´ em suscet´ıvel L1(t) e
infectado L2(t).
A interac¸a˜o entre os n−hospedeiros vertebrados e os vetores flebotomı´neos podem ser
descritos por um sistema de equac¸o˜es diferenciais, segundo o diagrama de fluxo da Figura
5.2. Para as frac¸o˜es correspondentes aos n−hospedeiros e a populac¸a˜o do vetor, temos o
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seguinte sistema de equac¸o˜es diferenciais,
dH11(t)
dt
= µ1 + µ
′
1H12(t) + θ1H13(t)− [α1L2(t) + µ1)]H11(t)
dH12(t)
dt
= α1L2(t)H11(t)− (µ1 + µ′1 + γ1)H12(t)
dH13(t)
dt
= γ1H12(t)− (µ1 + θ1)H13(t)
dH21(t)
dt
= µ2 + µ
′
2H22(t) + θ2H23(t)− [α2L2(t) + µ2]H21(t)
dH22(t)
dt
= α2L2(t)H21(t)− (µ2 + µ′2 + γ2)H22(t)
dH23(t)
dt
= γ2H22(t)− (µ2 + θ2)H23(t)
........
........
.................................................................................
.................................................................................
dHn1(t)
dt
= µn + µ
′
nHn2(t) + θnHn3(t)− [αnL2(t) + µn]Hn1(t)
dHn2(t)
dt
= αnL2(t)Hn1(t)− (µn + µ′n + γn)Hn2(t)
dHn3(t)
dt
γnHn2(t)− (µn + θn)Hn3(t)
dL1(t)
dt
= µL + µ
′
LL2(t)− [µL + β1H12(t) + β2H22(t) + ....+ βnHn2]L1(t)
dL2(t)
dt
= [β1H12(t) + β2H22(t) + ....+ βnHn2]L1(t)− (µL + µ′L)L2(t)
(5.1)
Teorema 5.1: Dado o sistema de equaco˜es diferenciais (5.1) com n -hospedeiros vertebra-
dos e 1-hospedeiro invertebrado, de modo que o sistema seja uma generalizac¸a˜o do sis-
tema (2.7), ou seja, que os hospedeiros vertebrados estejam o divididos em compartimentos,
suscet´ıvel, infectado e recuperado, sendo que a u´nica espe´cie, vetor Lutzomyia, o hospedeiro
invertebrado, dividido so´ em compartimentos suscet´ıvel e infectado. Sejam αi as taxas de
contatos de i-hospedeiro com o vetor infectado e βi, as taxas de contatos do vetor com i-
hospedeiro. Enta˜o o nu´mero de reprodutibilidade basal e´ definido por
R0(n) =
1
µL + µ′L
n∑
i=1
αiβi
(µi + µ′i + γi)
, (5.2)
onde µL e µ
′
L sa˜o as mortalidades natural e induzida para o vetor Lu., e µi, µ
′
i e γi sa˜o as
mortalidades naturais e induzidas pela doenc¸a e a taxa de recuperac¸a˜o do i − hospedeiro ,
respectivamente.
Demonstrac¸a˜o: A prova e´ feita por induc¸a˜o sobre n ∈ N , fazendo uso da primeira
versa˜o do princ´ıpio de induc¸a˜o. Se n = 1, o caso e´ verdade para R0(1), pois se cumpre pela
proposic¸a˜o (4.1) do Cap´ıtulo 4.
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Consideremos como hipo´tese indutiva que a expressa˜o
R0(k) =
1
µL + µ′L
k∑
i=1
αiβi
(µi + µ′i + γi)
, (5.3)
seja verdade. Enta˜o devemos mostrar que a expresa˜o e´ va´lida para k + 1 hospedeiros verte-
brados .
No´s mostramos que a expresa˜o e´ verdade para o caso n = 2 , pela proposic¸a˜o (2.1) do
cap´ıtulo 2, ou seja que
R0(2) =
1
µL + µ′L
[
α1β1
(µ1 + µ′1 + γ1)
+
α2β2
(µ2 + µ′2 + γ2)
]
.
Enta˜o se no´s consideramos um hospedeiro a mais temos
R0(k) +
1
µL+µ
′
L
αk+1βk+1
(µk+1+µ
′
k+1+γk+1)
= 1
µL+µ
′
L
k∑
i=1
αiβi
(µi+µ′i+γi)
+ 1
µL+µ
′
L
αk+1βk+1
(µk+1+µ
′
k+1+γk+1)
=
= 1
µL+µ
′
L
k+1∑
i=1
αiβi
(µi+µ′i+γi)
Pois temos a hipo´tese indutiva (5.3) e que o caso R0(2) e´ verdade. Tem-se enta˜o
R0(k + 1) =
1
µL + µ′L
k+1∑
i=1
αiβi
(µi + µ′i + γi)
,
ou seja, que
R0(n) =
1
µL + µ′L
n∑
i=1
αiβi
(µi + µ′i + γi)
, ∀n ∈ N . ¥
Agora temos esta ferramenta a qual deve-se adaptar para o caso de sistemas biolo´gicos
da realidade. No caso da Leishmianose, a quantidade de hospedeiros vertebrados nos quais
foi feito o isolamento do protozoa´rio, tanto dome´stico como salvagem, e´ muito menor que a
cardinalidade de N.
5.3 Simulac¸o˜es Nume´ricas
No´s vamos simular diversas situac¸o˜es utilizando o modelo (5.1).
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As simulac¸o˜es sa˜o feitas baseadas nos dados obtidos por [13] em seis vales de zonas
endeˆmicas de LTA por L. peruensis, no Estado de Lima, Peru. Ale´m disso utilizaremos os
dados referenciados pelos autores nesse trabalho e tambe´m os dados citados no trabalho de
Yang H. M. e Ferreira M.U. [25]. Tambe´m utilizaremos dados dos trabalhos [3] [4] [5] [17].
Nossas hipo´teses sa˜o que os dados sa˜o representativos das populac¸o˜es envolvidas no mo-
delo, que elas constituem condic¸o˜es iniciais de nosso sistema e que na˜o temos ainda populac¸a˜o
de hospedeiros imunes. Os resultados obtidos da detecc¸a˜o do parasita por isolamento, assim
como tambe´m as detecc¸o˜es de ant´ıgenos por me´todos por eles usados, servira˜o para estimar
a populac¸a˜o infectada.
Para estimar alguns paraˆmetros e frac¸o˜es das populac¸o˜es, vamos fazer suposic¸o˜es.
Supomos que a populac¸ao˜ de homens sa˜o todos suscet´ıveis, no princ´ıpio. Que a populac¸a˜o
de Lu. peruensis tem 29% de infectados e a de Lu. verrucarum, 36% (soma de total das
detecc¸o˜es DBI Dog Blood Index e HBI Human Blood Index). Enta˜o, como nosso modelo
so´ supo˜e um hospedeiro invertebrado, temos uma me´dia 32, 5%, determinando as frac¸o˜es
L1 = 0, 68 e L2 = 0, 32. Temos uma variac¸a˜o da incideˆncia em homens de [0, 006 − 0, 111],
a incideˆncia total de nosso modelo, que permite estimar uma variac¸a˜o para o paraˆmetro α1
de [0, 001− 0, 0034] para cada 10000 ou 100000 habitantes.
O percentual de cachorros infectados varia no intervalo [0 − 11, 9], enta˜o H21 = 0, 88 e
H22 = 0, 12, o que determina o intervalo para α2 de [0, 00− 42, 00]. Do trabalho [13], a taxa
de mortalidade dos ca˜es e´ µ2 = 0, 42. Tambe´m, encontramos, a fim da modelagem, que a
mortalidade devido a` doenc¸a aumenta em torno de 20% a mortalidade por causas naturais.
Na tabela 5.1 tem-se os valores dos paraˆmetros para o homem e o cachorro, respectiva-
mente. A unidade de todos os paraˆmetros e´ anos−1.
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Paraˆmetros intervalo me´dia
µ−11 (a) [50− 55] 52, 5
(µ
′
1)
−1(a) [2, 45− 2, 96] 2, 71
θ−11 (a) [1-21] 10
γ−11 (a) [2, 5− 5, 0] 2, 5
α−11 (a) [1− 34] 16, 5
β−11 (a) [2, 2− 41, 2] 21, 7
Paraˆmetros intervalo me´dia
µ−12 (a) [1− 3, 76] 2, 38
(µ
′
2)
−1(a) [1, 2− 2, 14] 1, 67
θ−12 (a) [2-12] 10
γ−12 (a) [2, 8− 5, 4] 4, 1
α−12 (a) [00− 42] 21
β−12 (a) [7, 0− 7, 5] 7, 25
Tabela 5.1 Valores dos paraˆmetros do homem e ca˜o.
Para o D. aliventris, dos estudos de isolamento nos anos 1988-90 [13] e 1992-94 [13],
temos uma me´dia de 2, 6% de infectados. Na detecc¸a˜o do parasita por reac¸a˜o em cadeia
de pol´ımeros PCR (Polymerase Chain Reaction) nos anos 1992 − 94 [13], temos 2, 8%
de infectados, tomando a me´dia como estimativa para frac¸o˜es das populac¸o˜es para este
hospedeiro, ficam H31 = 0, 73 e H32 = 0, 27. Tem-se um intervalo do paraˆmetro α3 de
[1, 11− 1, 20]. O tempo de vida da D. aliventris e´ em torno de 2 anos.
No caso do hospedeiro Phyllotis andinum, dos estudos nos anos 1988-90 [13] e 1992-94
[13] obteve me´dia de 1, 2% de infectados, o que produz uma estimativa de H41 = 0, 99
e H42 = 0, 01. As infecc¸o˜es de leishmaniose sa˜o identificadas por isolamento do parasita
ou por reac¸a˜o em cadeia de pol´ımeros PCR. Agora se considerar os dados por isolamento
e detecc¸a˜o por PCR, a me´dia seria de 0, 7 %, enta˜o o intervalo de variac¸a˜o de α4 = [2, 2−3, 8].
Na tabela 5.2 tem-se os valores dos paraˆmetros para o D. aliventris, P. andinum e o
vetor, respectivamente. No´s consideramos nula a taxa de recuperac¸a˜o da Lu. Na˜o temos
informac¸a˜o para aqueles indicados com [-]. A unidade dos paraˆmetros e´ anos−1 para os
vertebrados e dias−1 para a Lu.
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Paraˆmetros intervalo me´dia
µ−13 (a) [0, 24− 1, 42] 0, 83
(µ
′
3)
−1(a) [0, 04− 0, 12] 0, 08
θ3(a) [-] -
γ3(a) [-] -
α3(a) [1, 11− 1, 20] - 1, 15
β3(a) [-] -
Paraˆmetros intervalo me´dia
µ−14 (a) [0, 12− 0, 54] 0, 33
(µ
′
4)
−1(a) [0, 02− 0, 04] 0, 03
θ4(a) [-] -
γ4(a) [-] -
α4(a) [2, 2− 3, 8] 3, 0
β4(a) [-] -
Paraˆmetros intervalo me´dia
µ−1L (d) [10− 14] 12
(µ
′
L)
−1(d) [98− 191, 8] 144, 9
αL(d) [0− 0, 42] 0, 21
Tabela 5.2 Valores dos paraˆmetros para hospedeiros silvestre.
A Figura 5.3 apresenta a modelagem ao longo do tempo usando a estimac¸a˜o dos paraˆmetros
feita acima. Neste caso o nu´mero de reprodutibilidade basal e´ R0 = 1, 5404. Lembre que os
dados correspondem a regio˜es altamente endeˆmicas de Huarochiri, Ancash, Piura e Canta,
nos vales andinos em Peru. A modelagem mostra que a frac¸a˜o de densidade dos homens in-
fectados e´ alta, ainda que as densidades dos hospedeiros infectados manteˆm em n´ıveis muito
baixos o ciclo silvestre da Leishmaniose.
Neste caso as contribuic¸o˜es para nu´mero de reprodutibilidade basal Ro pelo homen, ca˜o,
D. aliventris, P. andinum e Lu. sa˜o, Rh = 0, 0345;Rc = 1, 1538;Rg = 0, 3375;Rr = 0, 0147,
respectivamente.
A ana´lise mostra que ha´ diferentes contribuic¸o˜es ao nu´mero de reprodutibilidade, alguns
maiores e outros menores que um, mas a soma delas e´ maior que um, mantendo a doenc¸a
na comunidade.
A Figura 5.4 mostra outra simulac¸a˜o onde os valores dos paraˆmetros esta˜o estabelecidos
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Figura 5.3: LTA, R0 = 1, 5404. A` esquerda, todos os hospedeiros. A` direita, detalhes para observar
frac¸o˜es de homens e Lu. infectadas.
para ter uma melhor aproximac¸a˜o com as incideˆncias de outros lugares endeˆmicos da regia˜o,
cuja incideˆncia e´ quase 3%. Os valores sa˜o os seguintes para homem e ca˜o:
µ1=1/52,5; µ
′
1=1/2,71; γ1=7/12; θ1=0,1 e α1=2,
µ2=1/2.38; µ
′
2=1/1,67; γ2=0,2; θ2=0,1; eα2=1.
Para os mamı´feros selvagens,
µ3=1/0,83; µ
′
31=1/0,08; γ3=7/12; θ3=0,1 e α3=2,
µ4=1/0,33; µ
′
4=1/0.03; γ4=0,2; θ4=0,1 e α4=0,5.
Finalmente para o hospedeiro invertebrado,
uL=1/0,141 e u
′
L=1/0,019.
As outras taxas foram tomadas como β1=1; β2=3; β3=3 e β4=1.
As contribuic¸o˜es para nu´mero de reprodutibilidade basal Ro pelo homem, ca˜o, gamba´ e
rato sa˜o Rh = 0, 0465;Rc = 1, 3063;Rg = 0, 0040 e Rr = 0, 00013738, respectivamente.
A situac¸a˜o simulada fica mais pro´xima da realidade, pois a frac¸a˜o de homens suscet´ıveis
e´ H11 = 0, 9551, ou seja, 95, 5%, e dos infectados e´ H12 = 0, 0231, ou seja, 2, 3%. A frac¸a˜o
de Lu. infectada e´ L2 = 0, 00087, ou seja, quase 0, 001, que tambe´m e´ um valor bastante
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Figura 5.4: LTA, simulac¸a˜o mostrando resultados pro´ximo aos valores de incideˆncias da regia˜o.
razoa´vel.
As simulac¸o˜es permitem observar que a doenc¸a permanece na comunidade mesmo que
as taxas de infectividade dos hospedeiros silvestres do peridomic´ılio e nas Lu. sa˜o pequenas,
que poderia explicar os resultados negativos de muitas pesquisas ao procurar o protozoa´rio
no estoˆmago dissecado de exemplares de Lu. e em mamı´feros capturados.
CAPI´TULO 6
Ana´lise de sensitividade
6.1 Introduc¸a˜o
A ana´lise de sensitividade e´ um me´todo para estudar a sensitividade de um sistema por
variac¸o˜es de seus paraˆmetros, isto e´, estudar o efeito das mudanc¸as dos paraˆmetros no
sistema dinaˆmico [7]. Com o propo´sito de aplicar esta teoria a nosso modelo, desenvolvido
no Cap´ıtulo 2, no´s daremos aqui um breve resumo de algunas ide´ias ba´sicas, ja´ que o nu´mero
de reprodutibilidade basal R0 fornecido pelo modelo depende de va´rios paraˆmetros, os quais
na˜o sa˜o exatos. Os programas utilizados para a ana´lise encontram-se no Apeˆndice B.
6.2 Ide´ias ba´sicas
Suponhamos que o modelo matema´tico seja dado pela equac¸a˜o diferencial vetorial
dx
dt
= f(x, α, t,u) , (6.1)
onde x representa o vetor das varia´veis de estado com o estado inicial x(t0) = x0 e u representa
o vetor entrada do sistema. Os paraˆmetros do sistema esta˜o representados pelo vetor
paraˆmetro α = (α1, α2, ...., αr)
T . A equac¸a˜o (6.1) relaciona o vetor das varia´veis de estado
x com o vetor paraˆmetro α. Esta relac¸a˜o pode ser interpretada como uma func¸a˜o U :
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Sα
α
−→
7−→
Sx
x
onde Sα e´ o subespac¸o das variac¸o˜es do paraˆmetro ou 4α em torno de α0 que e´
o paraˆmetro nominal ou valor inicial de α, e Sx e´ o subespac¸o correspondente a`s variac¸o˜es
do vetor das varia´veis de estado 4x em torno de x0.
6.2.1 Func¸a˜o de Sensitividade
Sob certas condic¸o˜es de continuidade como ‖4α‖ ¿ ‖α0‖ relaciona-se elementos do subes-
pac¸o das variac¸o˜es do paraˆmetro Sα, 4α, com os erros induzidos nas variac¸o˜es do vetor das
varia´veis de estado 4x no subespac¸o Sx pela seguinte equac¸a˜o linear
4x ∼=σ(α0)4α. (6.2)
Com esta aproximac¸a˜o, a ana´lise de sensitividade se reduz a` determinac¸a˜o da func¸a˜o
σ(α0) ou, equivalentemente, medir a sensitividade do subespac¸o Sα. Como estamos restritos
a pequenas variac¸o˜es, ou δx ∼=4x , e no´s consideramos que as variac¸o˜es sa˜o infinitamente
pequenas, tem-se δx =4x . Esta aproximac¸a˜o e´ a base do tratamento da teoria de sensitivi-
dade. Assim
4x =σ(α0)4α+ρ(4α) ,
onde ρ(4α) representa os termos de ordem mais elevada de 4α. Logo define-se
δx =σ(α0)4α .
Definic¸a˜o: Seja ξ(α) uma caracterizac¸a˜o do comportamento de um sistema dinaˆmico,
chamada func¸a˜o do sistema, que depende, entre outras, do vetor paraˆmetro α = (α1, α2, ......, αr)
T ,
com vetor nominal do paraˆmetro α0 = (α10, α20, ......, αr0)
T e ξ0(α) = ξ(α0) o valor nominal
de ξ(α). Enta˜o sob certas condic¸o˜es de continuidade define-se a func¸a˜o de sensitividade
absoluta como
σj =
∂ξ(α)
∂αj
|α0= σj(α0) , ∀j = 1, 2, ..., r .
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Definic¸a˜o: O erro induzido pelo paraˆmetro na func¸a˜o do sistema e´
4ξ =
r∑
j=1
σj4α . (6.3)
6.3 Estudo da sensitividade para R0
No Cap´ıtulo 2 fizemos a modelagem da transmissa˜o urbana da Leismaniose, em que o ciclo de
vida tem como principal hospedeiro os cachorros. Estudos indicam que, com uma incideˆncia
superior a 2% na leishmaniasis canina, deve-se esperar que a doenc¸a possa afetar as pessoas.
Nesse cap´ıtulo consideramos o sistema (2.7) como nosso modelo matema´tico.
Agora, seja h = (H1, H2, H3, C1, C2, C3, L1, L2)
T ∈ R80+ o vetor que representa as frac¸o˜es
de hospedeiros.
Seja Ω = {α : α =(µ1, µ′1, α1, β1, γ1, θ1, µ2, µ′2, α2, β2, γ2, θ2, µL, µ′L)T ∈ R140+ } o subespa-
c¸o dos paraˆmetros envolvidos no modelo. Definimos as func¸o˜es Fi(h, α) para i = 1, 2, ..., 8 ,
que sa˜o elementos do vetor F(h, α) e sa˜o o segundo membro das equac¸o˜es de estado do
modelo (2.7).
Mostrou-se que o nu´mero de reprodutibilidade basal e´ dado pela equac¸a˜o (2.17), isto e´,
R0 =
1
µL + µ′L
(
α1β1
µ1 + µ′1 + γ1
+
α2β2
µ2 + µ′2 + γ2
)
.
Observe que o nu´mero de reprodutibilidade basal na˜o depende das taxas de perda de
imunidade θi, para i = 1, 2, dos hospedeiros vertebrados. Portanto consideremos o subespac¸o
Ω′ onde Ω′ = {α : α =(µ1, µ′1, α1, β1, γ1, µ2, µ′2, α2, β2, γ2, µL, µ′L)T ∈ R120+ } . Os vetores de
Ω′ tem como componentes os paraˆmetros que contribuem ao nu´mero de reprodutibilidade
basal R0.
A ana´lise de sensitividade determina intervalo de variac¸o˜es das varia´veis do modelo, tais
como varia´veis de estados e o nu´mero de reprodutibilidade basal. Quando os valores dos
paraˆmetros sa˜o mudados, como eles na˜o sa˜o exatos, espera-se que as varia´veis do modelo
sejam influenciadas pelas variac¸o˜es daqueles valores. Ale´m disso, como nas simulac¸o˜es no´s
tratamos com os paraˆmetros, e´ interessante conhecer ate´ que ponto os paraˆmetros poderiam
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ser mudados para obter melhores resultados. Neste caso a variac¸a˜o de R0 devido a variac¸o˜es
dos valores parame´tricos, componentes dos vetores pertencentes a Ω′, pode ser calculado por
(2.3). Aqui no´s consideramos o erro quadra´tico me´dio dado pela expressa˜o
σ2R0 =
12∑
j=1
σ2j (4αj)2, (6.4)
com σ2j = (
∂R0
∂αj
)2. Agora usando a func¸a˜o de sensitividade absoluta para a matriz de co-
variaˆncia
VRo = H
TVΩ′H ,
com
(
∂R0
∂µi
)2
=
α2iβ
2
i
(µL + µ′L)2(µi + µ
′
i + γi)
4
,
(
∂R0
∂µL
)2
=
1
(µL + µ′L)4
(
2∑
i=1
αiβi
(µi + µ′i + γi)
)2
,
(
∂R0
∂αi
)2
=
β2i
(µL + µ′L)2(µi + µ
′
i + γi)
2
,
(
∂R0
∂βi
)2
=
α2i
(µL + µ′L)2(µi + µ
′
i + γi)
2
,
e (
∂R0
∂γi
)2
=
α2iβ
2
i
(µL + µ′L)2(µi + µ
′
i + γi)
4
.
Por simplicidade, no´s vamos considerar que a matriz de covariaˆncia VΩ′ e´ diagonal com
elementos na diagonal dados por σ2j = (
∂R0
∂αj
)2 , onde j = 1, 2, ...., 12. Enta˜o a variancia
realacionada a VRo e´ dada por
V 2R0 =
12∑
j=1
σ2j (V αj)
2 .
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Agora precisamos pesquisar na literatura os valores dos paraˆmetros envolvidos em R0.
Os dados foram obtidos para o per´ıodo 2000-2003 [2], tambe´m dos trabalhos [6] [13] [16]
[25]. A tabela 6.1 apresenta os valores obtidos no per´ıodo para os paraˆmetros, com a me´dia
aritme´tica (entre o valor ma´ximo e mı´nimo), e as taxas correspondentes. Na u´ltima coluna
temos os desvios padro˜es relacionados aos paraˆmetros em questa˜o com respeito aos valores
ma´ximo e mı´nimo pesquisados para o paraˆmetro.
Paraˆmetro Intervalo Me´dia Taxa Desvio Padra˜o
α1(a) [2,7-34,7] 18,7 0,0535 0,04579
α2(a) [31,7-61,1] 46,4 0,0215 0,0068
β1(a) [1-3,86] 2,43 0,4115 0,0051
β2(a) [7,2-7,4] 7,3 0,1369 0,00187
µ1(a) [50-55] 52,5 0,019 0,0009
µ′1(a) [2450-2964] 2707 0,0004 0,00004
µ2(a) [2,33-18] 10,2 0,098 0,07491
µ′2(a) [1,8-2,8] 2,3 0,42 0,0882
µL(d) [10-14] 12 0,083 0,01378
µ′L(d) [98-191,8] 144,9 0,007 0,00229
γ1(a) [2-3] 1,5 0,6666 0,66534
γ2(a) [4-6] 5 0,1724 0,0178
Tabela 6.1: Valores dos paraˆmetros para Leishmaniose.
No caso de β1, taxa de infec¸a˜o da Lu. pelo homem, fazemos as seguintes hipo´teses:
e´ menos prova´vel que o conta´gio da Lu. seja ao picar os homens, pois no caso urbano a
protec¸a˜o e´ feita usando inseticida de efeito residual, tela mosqueteira nas janelas, e mais, o
homem cuja idade esta´ compreendida entre a faixa de [5-50] tem, em geral, melhor resposta
do sistema imunolo´gico e mais atividades de movimentac¸a˜o; assim as pesquisas mostram que
os mais afetados pela doenc¸a sa˜o as crianc¸as e os idosos maiores de 60 anos [6]. Entretanto o
ca˜o fica mais vulnera´vel, muitas vezes esta´ recluso e, ale´m disso, sua estrutura corpo´rea na˜o
permite evitar a picada de Lu. Tudo isto permite a suposic¸a˜o β1 ¿ β2 ; e no´s tomaremos
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β1 =
1
3
β2. Ainda, a infecc¸a˜o experimental das Lu. Longipalpis foi conseguida com frequ¨eˆncia
treˆs vezes maior e mais intensamente quando os insetos picavam ca˜es do que quando sugavam
homens doentes [19], o que da´ para confirmar ainda mais a hipo´tese acima.
No´s vamos considerar treˆs regio˜es (Regia˜o I, Regia˜o II e Regia˜o III). As mesmas corre-
spondera˜o aos valores extremos do intervalo e ao valor me´dio indicados nas colunas dois e
treˆs da Tabela 6.1 das taxas αi, i = 1, 2. Todos os parameˆtros restantes ficara˜o fixos.
A tabela 6.2 possui os valores de equil´ıbrio calculados com as variac¸o˜es de α1 e α2.
Varia´veis de estados Regia˜o I Regia˜o II Regia˜o III
H1 0,9492 0,6332 0,4416
H2 0,0245 0,1767 0,2690
H3 0,0263 0,1901 0,2894
C1 0,4461 0,2603 0,1852
C2 0,1944 0,2594 0,2858
C3 0,3595 0,4802 0,5290
L1 0,9899 0,9842 0,9815
L2 0,0101 0,0158 0,0185
Tabela 6.2: Valores de equil´ıbro para hospedeiros vertebrados e invertebrado calculados com os
dados da Tabela 6.1.
As correspondentes contribuc¸o˜es para os nu´meros de reprodutibilidade basal sa˜o R0 =
2, 2157, RH = 0, 0429 e Rc = 2, 1729 para a Regia˜o I, R0 = 3, 4774, RH = 0, 02969 e
RC = 3, 1805 para a Regia˜o II e R0 = 4, 7391, RH = 0, 5510 e RC = 4, 1881 para a Regia˜o
III.
Note que existe uma forte diminuic¸a˜o das frac¸o˜es de homem suscet´ıvel ao passar da Regia˜o
I para as Regio˜es II e III, que ocasiona um incremento nas frac¸o˜es de homens infectados e
recuperados, sendo maior na u´ltima. Embora no caso do ca˜o o incremento ocorra na frac¸a˜o
de recuperados, a frac¸a˜o de ca˜es infectados aumenta de 19% a 28%, mas na˜o como no caso
da frac¸a˜o do homem infectado que passou de 2% para 27%.
Agora analisaremos a variac¸a˜o no nu´mero de reprodutibilidade basalR0 quando os paraˆmetros
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Ordem Paraˆmetro Regia˜o I Regia˜o II Regia˜o III
1 µ2(a) 8,7917 18,8361 32,6616
2 γ2(a) 8,7917 18,8361 32,6616
3 µ′2(a) 8,7917 18,8361 32,6616
4 β2(a) 0,5246 1,1239 1,9489
5 α2(a) 0,0047 0,0047 0,0047
6 β1(a) 0,0018 0,0882 0,3036
7 γ1(a) 0,0017 0,0793 0,2731
8 µ1(a) 0,0017 0,0793 0,2731
9 µ′1(a) 0,0017 0,0793 0,2731
10 α1(a) 2,5214 10
−4 2,5214 10−4 2,5214 10−4
11 µL(d) 6,0774 10
−6 2,8122 10−5 8,5254 10−5
12 µ′L(d) 6,0774 10
−6 2,8122 10−5 8,5254 10−5
Soma da Variaˆncia 9,3247 20,1325 35,1921
Tabela 6.3: Ana´lise de sensitividade do R0 considerando valores dos paraˆmetros da Tabela 6.1.
variam. A ana´lise de sensitividade do nu´mero de reprodutibilidade basal no espac¸o Ω′ e´
fornecido pela equac¸a˜o (6.4). Esta equac¸a˜o leva em conta as contribuic¸o˜es de cada paraˆmetro
a` variaˆncia do nu´mero de reprodutibilidade basal. Na tabela 6.3 temos a ana´lise de sensitivi-
dade do R0 considerando os valores dados na Tabela 6.1 onde as unidades a e d sa˜o anos e
dias respectivamente.
O desvio padra˜o de R0 para as regio˜es I, II e III sa˜o 3,05 ; 4,49 e 5,93, respectivamente.
Pore´m se no´s restringirmos ao intervalo de variaco˜es para os paraˆmetros do modelo (2.7) do
Cap´ıtulo 2, segundo os dados da Tabela 6.1, a sensitividade de R0 mostra que a regia˜o com
mais possibilidade de erradicac¸a˜o da doenc¸a e´ a Regia˜o I, embora a situac¸a˜o na˜o seja fa´cil, ja´
que o valor de R0 = 3, 05 deve ser reduzido a um valor menor que um. Enta˜o sera´ necessa´rio
reforc¸ar as medidas de profilaxia por parte dos munic´ıpios dessa regia˜o como desinfecc¸a˜o
com inseticida, controle das matas perto das moradias, limpeza de quintal e de galinheiros,
lugares prediletos das Lu. Tambe´m medidas educativas para profissionais em sau´de pu´blica,
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te´cnicos, auxiliares de enfermagem e a populac¸a˜o em geral devem ser intensas.
Apresentamos simulac¸o˜es nume´ricas para o caso em que ac¸o˜es de controle sa˜o feitas com
o propo´sito para reduzir a taxa de contato α2. No´s fazemos simulac¸o˜es com reduc¸o˜es de α2
ate´ 50%, mantendo todos os outros paraˆmetros constantes.
Na figura 6.1 temos o caso urbano simplificado para o nu´mero de reprodutibilidade basal
R0 = 3, 0929. Os valores obtidos para H1, H2 e C2 sa˜o H1 = 0, 8909, H2 = 0, 0267 e
C2 = 0, 4708.
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Figura 6.1: Influeˆncia de ac¸o˜es de controle. Simulac¸a˜o com o valor de paraˆmetro α2 = 18, 56.
Na figura 6.2 temos o caso para uma diminuic¸a˜o para α2 = 9, 28. Aqui os valores H1, H2 e
C2 sa˜oH1 = 0, 95041, H2 = 0, 0151 e C2 = 0, 2454. Neste caso o nu´mero de reprodutibilidade
basal e´ R0 = 1, 5933. E´ evidente a reduc¸a˜o do compartimento dos cachorros infectados.
A Figura 6.3 apresenta o efeito da reduc¸a˜o de α2 no modelo do Cap´ıtulo 2.
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Figura 6.2: Influeˆncia de ac¸o˜es de controle. Simulac¸a˜o com o valor de paraˆmetro α2 = 9, 28.
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Figura 6.3: Efeito da reduc¸a˜o do paraˆmetro α2, no modelo urbano simplificado de transmissa˜o de
Leishmaniose.
Concluso˜es
O estudo realizado para a leishmaniose nesta dissertac¸a˜o resultou de modelos matema´ticos
ba´sicos para explicar o processo de transmissa˜o da mesma tanto para o ciclo dome´stico
simplificado quanto para o ciclo peridome´stico. No caso do ciclo dome´stico simplificado,
no´s fizemos a ana´lise de estabilidade local obtendo a expresa˜o para R0. Uma generalizac¸a˜o
imediata para o caso de n-hospedeiros pode ser aplicada para a compreensa˜o do proceso
de transmissa˜o completo, abarcando todos os poss´ıveis hospedeiros envolvidos nos ciclos
dome´sticos e peridome´sticos. Neste sentido, foram modeladas a leishmaniose por leishmania
amazonensis e leishmania peruensis. Tambe´m aqui, obtivemos uma expresa˜o para o nu´mero
de reprodutibilidade basal R0.
As simulac¸o˜es mostraram que o ca˜o desempenha um papel de fundamental importaˆncia
na prevaleˆncia da doenc¸a na comunidade, portanto as ac¸o˜es de profilaxia e de controle devem
orientar-se com maior eˆnfase na populac¸a˜o canina. A importa˜ncia deste trabalho e´ que o
mesmo fornecera´ alguns aspectos na modelagem de doenc¸as que tenham vetores envolvidos
no seu processo de transmissa˜o, por exemplo a doenc¸a de chagas, dengue e raiva.
No´s na˜o consideramos o per´ıodo latente da doenc¸a. Neste sentido, os modelos podem
ser complementados com o trabalho de Leite M.C.,Bazzanezi R.C. e Yang H.M. [12], que
considera estados heterogeˆneos para os infectados.
O fator de risco devido ao desmatamento e urbanizac¸a˜o desplanejada desempenha um
papel principal na transmissa˜o da leishmaniose. Chegamos a uma relaca˜o preliminar entre a
incideˆncia da doenc¸a nos munic´ıpios do Estado de Sa˜o Paulo com o ı´ndice de desmatamento.
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Neste sentido, tem-se um problema ainda em aberto para relacionar estes ı´ndices de maneira
mais realista poss´ıvel na modelagem de doenc¸as que tem suas incideˆncias influenciadas pelos
fatores mencionados.
A ana´lise de sensitividade mostrou que, segundo os paraˆmetros das regio˜es estudadas,
sera´ dif´ıcil erradicar a doenc¸a desses munic´ıpios. Esta dificuldade se deve principalmente a
na˜o continuidade dos procedimientos implementados pelas Prefeituras em sau´de, educac¸a˜o,
controle de insetos, limpeza de prac¸as, lotes baldios, etc.
APEˆNDICE A
Apeˆndice A: Desigualdades
Apresentamos aqui alguns detalhes alge´bricos que permitiram obter as desigualdades consi-
deradas no Cap´ıtulo 2 na demostrac¸a˜o da Proposic¸a˜o 2.1 .
No´s precisamos verificar a1a2 > a3. T´ınhamos o polinoˆmio dado pela equac¸a˜o (2.16)
P3(λ) = λ
3 + a1λ
2 + a2λ+ a3 , (A.1)
com os coeficientes dados por
a1 = (µ1 + µ
′
1 + γ1) + (µ2 + µ
′
2 + γ2) + µ3 + µ
′
3
a2 = (µ1 + µ
′
1 + γ1)[(µ2 + µ
′
2 + γ2) + (µ3 + µ
′
3)] + (µ2 + µ
′
2 + γ2)(µ3 + µ
′
3)− (α1β1 + α2β2)
a3 = (µ1 + µ
′
1 + γ1)(µ2 + µ
′
2 + γ2)(µ3 + µ
′
3)− α1β1(µ2 + µ′2 + γ2)− α2β2(µ1 + µ′1 + γ1).
Escrevemos o coeficiente a2 assim
a2 = (µ1 + µ
′
1 + γ1)(µ2 + µ
′
2 + γ2) + (µ1 + µ
′
1 + γ1)(µ3 + µ
′
3) + (µ2 + µ
′
2 + γ2)(µ3 + µ
′
3)−
(α1β1 + α2β2) = (µ1 + µ
′
1 + γ1)(µ2 + µ
′
2 + γ2)(µ3 + µ
′
3)[
1
(µ3+µ′3)
+ 1
(µ2+µ′2+γ2)
+ 1
(µ1+µ′1+γ1)
−
β2
β02(µ1+µ
′
1+γ1)
− β1
β01(µ2+µ
′
2+γ2)
],
onde β01 e β
0
12 sa˜o dados pela equac¸a˜o (2.18).
Estudemos agora a desigualdade a1a2 > a3,
[(µ1 + µ
′
1 + γ1) + (µ2 + µ
′
2 + γ2) + µ3 + µ
′
3]× (µ1 + µ′1 + γ1)× (µ2 + µ′2 + γ2)× (µ3 + µ′3)×
×[ 1
(µ3+µ′3)
+ 1
(µ2+µ′2+γ2)
+ 1
(µ1+µ′1+γ1)
− β2
β02(µ1+µ
′
1+γ1)
− β1
β01(µ2+µ
′
2+γ2)
] > a3
Cancelando o fator e´ na˜o nulo, ou
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(µ1 + µ
′
1 + γ1)(µ2 + µ
′
2 + γ2)(µ3 + µ
′
3) > 0,
enta˜o tem-se que a1a2 > a3 resulta
[(µ1+µ
′
1+ γ1)+ (µ2+µ
′
2+ γ2)+µ3+µ
′
3][
1
(µ3+µ′3)
+ 1
(µ2+µ′2+γ2)
+ 1
(µ1+µ′1+γ1)
− β2
β02(µ1+µ
′
1+γ1)
−
β1
β01(µ2+µ
′
2+γ2)
] > 1−R0 .
Agora rearranjamos o primeiro membro, resultando
[(µ1+µ′1+γ1)+(µ2+µ
′
2+γ2)+µ3+µ
′
3]
(µ3+µ′3)
+ [(µ1 + µ
′
1 + γ1) + (µ2 + µ
′
2 + γ2) + µ3 + µ
′
3]{ 1(µ2+µ′2+γ2) [1 −
β1
β01
] + 1
(µ1+µ′1+γ1)
[1− β2
β02
]} − 1 +R0 > 0.
Mais ainda,
[(µ1+µ′1+γ1)+(µ2+µ
′
2+γ2)
(µ3+µ′3)
+1+ [(µ1+µ
′
1+ γ1)+ (µ2+µ
′
2+ γ2)+µ3+µ
′
3]{ 1(µ2+µ′2+γ2) [1−
β1
β01
] +
1
(µ1+µ′1+γ1)
[1− β2
β02
]} − 1 +R0 > 0.
O qual da´
[(µ1+µ′1+γ1)+(µ2+µ
′
2+γ2)
(µ3+µ′3)
+ [(µ1 + µ
′
1 + γ1) + (µ2 + µ
′
2 + γ2) + µ3 + µ
′
3]{ 1(µ2+µ′2+γ2) [1 −
β1
β01
] +
1
(µ1+µ′1+γ1)
[1− β2
β02
]}+R0 > 0.
Que com a notac¸a˜o µ1 = µ1 + µ
′
1 + γ1, µ2 = µ2 + µ
′
2 + γ2 e µL = µL + µ
′
L = µ3 + µ
′
3 e´ a
desigualde
µ1 + µ2
µL
+ (µ1 + µ2 + µL)[
1
µ2
(1− β1
β01
) +
1
µ1
(1− β2
β02
)] +R0 > 0,
utilizada na Proposic¸a˜o 2.1.
APEˆNDICE B
Apeˆndice B: Programas
Apresentamos um dos programas em MATLAB para o ca´lculo de sensitividade. O seguinte
e´ Sensitividade.m que e´ o executa´vel apo´s ModSensitividade.m.
\tiny{
%#**********************************************#
%# Analise da Sensitividade #
%# para o modelo do Capitulo 2 #
%# Transmissao da Leishmaniose: Caso Urbano #
%#**********************************************#
O seguinte programa faz o analise de sensitividade para o modelo
do capitulo 2 desenha as curvas em funcao do tempo do modelo de
Leishmaniose do capitulo 2, segundo os valores do para^metros sejam
da regi~ao I, II ou III, baixa, me´dia e alta endemicidade.
options = odeset(’RelTol’,1e-4,’AbsTol’,[1e-4 1e-4 1e-5 1e-4
1e-41e-5 1e-4 1e-4]);
[T,Y] = ode45(@ModSensitividade,[0 40],[1 0
0 1 0 0 0.99 0.01],options);
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%Todos
plot(T,Y(:,1),T,Y(:,2),T,Y(:,3),T,Y(:,4),T,Y(:,5),T,Y(:,6),T,Y(:,7),T,Y(:,8))
hold on; xlabel(’tempo’);ylabel(’Hospedeiros’); title(’Modelagem
daLeishmaniose’);
A seguir ModSensitividade.m
function dy = ModSensitividade(t,y)
i=1
% ................Regiao I ...................
if i==1
a1=2.7; a2=31.7;
b1=1.; b2=3;
u1=1/52.5; u11=1/2.707; g1=0.666; o1=0.6;
u2=1/10.2; u21=1/2.3; g2=1/5; o2=0.01;
u3=1/0.141; u31=1/0.019;
%................ Regiao II ...................
elseif i==2
a1=18.7; a2=46.4;
b1=1; b2=3;
u1=1/52.5; u11=1/2.707; g1=0.666; o1=0.6;
u2=1/10.2; u21=1/2.3; g2=1/5; o2=0.01;
u3=1/0.141; u31=1/0.019;
%.................Regiao III...................
else i==3
a1=34.7; a2=61.1;
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b1=1; b2=3;
u1=1/52.5; u11=1/2.707; g1=0.666; o1=0.6;
u2=1/10.2; u21=1/2.3; g2=1/5; o2=0.01;
u3=1/0.141; u31=1/0.019;
end
% .........Sistema de equac¸~oes diferenciais do Capitulo 2............
dy = zeros(8,1); dy(1) = u1+u11*y(2) +o1* y(3)-[a1*y(8)+u1]*y(1);
dy(2) = a1*y(8)*y(1)-(u1+u11+g1)*y(2); dy(3) =
g1*y(2)-(u1+o1)*y(3); dy(4) =u2+u21*y(5) +o2*
y(6)-[a2*y(8)+u2]*y(4); dy(5) =a2*y(8)*y(4)-(u2+u21+g2)*y(5);
dy(6) = g2*y(5)-(u2+o2)*y(6); dy(7) =u3+u31*y(8)
-[u3+b1*y(2)+b2*y(5)]*y(7); dy(8)
=[b1*y(2)+b2*y(5)]*y(7)-(u3+u31)*y(8);
%................Nu´mero de reprodutibilidade basal......
Ro=((a1*b1)/((u1+u11+g1)*(u3+u31)))+((a2*b2)/((u2+u21+g2)*(u3+u31)))
Rh=(a1*b1)/((u1+u11+g1)*(u3+u31))
Rc=(a2*b2)/((u2+u21+g2)*(u3+u31))
%..................Sensitividade................
dRoa1=(b1^2)/((u1+u11+g1)^2*(u3+u31)^2)
dRoa2=(b2^2)/((u2+u21+g2)^2*(u3+u31)^2)
dRob1=(a1^2)/((u1+u11+g1)^2*(u3+u31)^2)
dRob2=(a2^2)/((u2+u21+g2)^2*(u3+u31)^2)
dRog1=((a1^2)*(b1^2))/((u1+u11+g1)^4*(u3+u31)^2)
dRog2=((a2^2)*(b2^2))/((u2+u21+g2)^4*(u3+u31)^2)
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dRou1=((a1^2)*(b1^2))/((u1+u11+g1)^4*(u3+u31)^2)
dRou2=((a2^2)*(b2^2))/((u2+u21+g2)^4*(u3+u31)^2)
dRou3=1/(u3+u31)^4*(dRou1+dRou2)^2
dRou11=((a1^2)*(b1^2))/((u1+u11+g1)^4*(u3+u31)^2)
dRou21=((a2^2)*(b2^2))/((u2+u21+g2)^4*(u3+u31)^2)
dRou31=1/(u3+u31)^4*(dRou1+dRou2)^2
sa1=0.1;sa2=0.1;sb1=0.1;sb2=0.1; su1=0.1;su2=0.1;su3=0.1;
Va1=sa1^2;Va2=sa2^2;Vb1=sb1^2;Vb2=sb2^2;
Vu1=su1^2;Vu2=su2^2;Vu3=su3^2;
S=dRoa1+dRoa2+dRob1+dRob2+dRou1+dRou2+dRou3}
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